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Kivonat

A modern részecskefizikai kutatások egyik fontos ágát a nagyenergiás atommagütközések jelentik.
Az ütközés során az atommagok anyaga a megszokottól eltérően viselkedik, arra kvarkok és gluonok
folyadékaként kell tekintenünk, ezt kvark-gluon plazmának nevezzük. A jelenség megértése kulcs-
fontosságú, hiszen Világegyetemünk első pillanataiban ilyen közegből születtek meg az atommagok
alkotóelemei.

A részecskegyorśıtókban a kvark-gluon plazmából kifagyott, ütközéstől távoli részecskéket érzékeljük.
Ez azt jelenti, hogy ezekből a távoli detektált részecskékből szükséges visszakövetkeztetnünk a kvark-
gluon plazma térbeli méretére és eloszlására. Az ezzel foglalkozó tudományágat nevezzük femtoszkópiá-
nak mely a femtométeres méretskálákat vizsgálja a detektorba érkező részecskék eloszlásaiból. A fem-
toszkópia fontos mennyisége a keletkező részecskék forrásfüggvénye, és az ebből számolható térbeli
páreloszlás, mely megadja az ütközésben keletkezett részecskék távolságát. Az ütközéseket a re-
lativisztikus hidrodinamika egyenleteivel ı́rjuk le, viszont ezeknek kevés egzakt megoldása ismert.
A legszéleskörűbben használható egzakt megoldás ellipszoidális szimmetriát tételez fel, azaz adott
sajátidő mellett ilyen felületeken konstansak a termodinamikai mennyiségek. A megoldás szerint
Gauss-jellegű a térbeli páreloszlás függvénye, a mérések ezzel szemben Lévy-jellegű eloszlást mutat-
nak. A dolgozatomban ezt az ellentmondást vizsgálom. Egyrészt ḱısérletet teszek a termodinamikai
mennyiségeket léıró egzakt egyenletek olyan változtatására, hogy az ezekből vonatkoztatott térbeli
páreloszlás Lévy-jellegű legyen, másrészt egy mikroszkopikus modell seǵıtségével szimulált ütközések
adataiból számı́tom ki a térbeli páreloszlás függvényét.
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4.2. Sikertelen módośıtások . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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1. Bevezetés

1.1. A nagyenergiás magfizika és az ősrobbanás

A minket körülvevő hétköznapi anyagokat elektronok, neutronok és protonok alkotják. Az elektron
elemi részecske azaz nem tudjuk további alkotórészekre bontani, viszont az atommagokat alkotó ne-
utronokat és protonokat három-három kvark alkotja. A kvarkokat (és az azokat összekötő gluonokat)
léıró elmélet a kvantum-sźındinamika (vagy QCD). A QCD fontos következménye, hogy hétköznapi
energiasűrűségek esetén pár nélküli kvark nem létezhet, ez a kvarkbezárás.

Univerzumunk nagyjából 13,7 milliárd évvel ezelőtt jött létre az ősrobbanás során. Az első pilla-
natokban csupán egy milliomod másodperccel a megszületése után akkora energiasűrűség volt jelen,
hogy a kvarkok és gluonok nem kizárólag hadronokba zárva létezhettek. Ezt a különös anyagállapotot
nevezzük kvark-gluon plazmának (vagy QGP-nek) [1].

1.2. Részecskegyorśıtók és az erősen kölcsönható anyag

Az emberiség technológiai fejlődése lehetővé tette az előző fejezetben emĺıtett extrém állapotok mes-
terséges előálĺıtását. A modern kutatások legfőbb eszközei a részecskegyorśıtók, ahol nagy tömegű
atommagokat ultra-relativisztikus sebességre gyorśıtanak, majd ezek ellentétes irányú nyalábjait ke-
resztezik egymással. Az ütközés során az óriási nyomás- és energiaviszonyok miatt egy pillanatra
létrejön a QGP, mely gyorsan tágul és hűl majd megtörténik a kifagyás, hadronok jönnek létre. Így az
ütközési pont köré elhelyezett detektorokba már sźınsemleges részecskék formájában érkezik meg az
anyag. A két legfontosabb részecskegyorśıtó ahol ezeket az extrém jelenségeket vizsgálják a kutatók az
Európában üzemelő CERN LHC és SPS, illetve az ezen év február 6-ig üzemelő egyesült államokbeli
Brookhaveni Nemzeti Laboratórium RHIC komplexuma. A modern részecskegyorśıtók két, egyenként

1. ábra. A RHIC STAR ḱısérletében detektált részecskék egy arany-arany atommagütközésben.
Forrás: BNL weboldala.

több kilométeres gyűrűkből állnak, amelyekben egymással szemben gyorśıtják az atommagokat. Az
ütközési pontoknál különböző ḱısérleteket léteśıtenek a kutatók, ilyen az LHC ATLAS vagy a RHIC
2016-ban befejezett PHENIX ḱısérlete. Ezekben az ütközési pontokban számos detektort találunk,
melyek a részecskéket és azok paramétereit detektálják.

A detektorokat tipikusan két fő csoportra oszthatjuk, a globális detektorok megmondják az ütközések
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helyét illetve azok centralitását1, még a másik detektorcsoport a részecskék észleléséért és azonośıtásáért
felel. A detektorok fotonokat, elektronokat, müonokat és hadronokat is képesek észlelni, a pályájuk
és energiájuk alapján pedig meghatározhatóak a fizikai jellemzőik (például tömeg és impulzus) [3].

Az eddigi kutatási eredmények szerint egy nehézion-ütközés során körülbelül 1 fm/c idő alatt
termalizálódik a közeg, kialakul a QGP, mely a nagy nyomás hatására tágul és kihűl. Nagyjából
10 fm/c idővel az ütközés után megtörténik a kvarkok és gluonok kifagyása (ezt hadronizációnak
nevezzük), ı́gy az ütközés anyaga sźınsemleges részecskék formájában halad a detektorok irányába.

2. ábra. A RHIC részecskegyorśıtó légifelvétele. A legnagyobb gyűrűk 3,8 km kerületűek és összesen
hat ütközési ponttal rendelkeznek (fehér négyszögek). Forrás: BNL weboldala.

1.3. Bizonýıtékok a QGP jelenlétére

Ebben a fejezetben röviden áttekintem azokat a ḱısérleti bizonýıtékokat amelyek alapján kijelent-
hetjük, hogy a nehézionütközésekben valóban kialakul a QGP. Érdemes megemĺıteni, hogy elterjedt
az sQGP elnevezés is ahol az

”
s” a közegre jellemző erős csatolásra és folyadék jellegre utal.

Két atommag ütközése során az őket alkotó nukleonok kerülnek kölcsönhatásba egymással. A
centralitás függvényében fontos vizsgálni, hogy mennyi nukleon vett részt az ütközésben. Egy ilyen
ütközésben keletkező részecskék átlagos számát (N) érdemes összevetni a nukleon-nukleon ütközések
során keletkező részecskék átlagos számával (Nn−n), ugyanis ha az utóbbit még megszorozzuk az
ütközésben várható bináris nukleonütközések átlagos számával:

⟨N⟩ ↔ ⟨bináris ütközésszám⟩⟨Nn−n⟩. (1)

Ha egy atommagütközés sok nukleon-nukleon ütközésként lenne léırható akkor a két mennyiség
között egyenlőséget várnánk, viszont ha ez mégsem igaz akkor jelölje RAA az atommagütközés mag-
módosulási faktorát:

RAA =
⟨N⟩

⟨bináris ütközésszám⟩⟨Nn−n⟩
. (2)

A RHIC ḱısérletei azt találták, hogy a centrális ütközésekben keletkező pionok száma kevesebb mint
azt a nukleon-nukleon ütközések alapján várnánk [4], azaz RAA < 1, de érdekes módon a fotonok
száma egyezik a várakozásokkal [5]. A magyarázat az, hogy az erősen kölcsönható anyag elnyeli a

1Egy ütközés centralitásán azt értjük, hogy a két atommag mennyire
”
középen” találta el egymást, pontosabban az

X% centralitású esemény centrálisabb az összes esemény X%-ánál és periférikusabb (100 − X)%-ánál. Ez azt jelenti,
hogy a legcentrálisabb eseményeket 0% jelöli.
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sźıntöltéssel rendelkező részecskék energiáját2. Ezt igazolja, hogy periférikus ütközések során nem
látszik az effektus mert a létrejövő közeg mérete kisebb [6].

Másik fontos megfigyelés volt, hogy az ütközésben keletkező részecskék mozgási energiája Boltzmann-
eloszlást követ, azaz termalizált közegről van szó. Az effekt́ıv hőmérséklet pedig a hidrodinamikai
számolásoknak megfelelően lineárisan függ a részecske tömegétől.

Nem teljesen centrális ütközés esetén a termalizált közeg kezdeti állapota ellipszoid alakot ölt. Ha
a nyaláb z irányú akkor az x− y śıkban asszimetria alakul ki, a kérdés pedig, hogy ez megjelenik-e a
detektált hadronok impulzuseloszlásában, azaz az azimutszög szerinti eloszlás asszimetrikus lesz-e. Az
x−y śıkba eső impulzuskomponenst jelölje pt (transzverz impulzus), melyhez ϕ azimutszög tartozzon.
A keletkező részecskék impulzuseloszlásának ϕ szerinti Fourier-sora:

N(pt, ϕ) = N(pt)
[
1 + 2

∑
n

vn cos(nϕ)
]
, (3)

ahol a páratlan n-hez tartozó tagok szimmetriaokok miatt elhanyagolhatóak. A Fourier-sor első
lényeges együtthatóját v2-vel jelöljük és elliptikus folyásnak nevezzük, mely a cos(2ϕ) szögeloszlás sze-
rinti átlaga és lényegében a gömbszimmetriától való eltérést mutatja meg a śıkban. Ha a termalizált
közeg gyengén kölcsönható akkor v2 kicsi marad a kezdeti asszimetria ellenére is. Erős kölcsönhatás
esetén, amikor folyadékként viselkedik a közeg v2 nagy lesz. Ezt az elméleti várakozást a mérések
igazolták, sőt azt is megmutatták, hogy a közeg elhanyagolható viszkozitású tökéletes folyadékként
viselkedik.

Az ütközés után kialakuló termalizált közeg hőmérsékletére a keletkező fotonokból következtet-
hetünk. A mérés során fontos, hogy különbséget tegyünk az ütközésből származó direkt fotonok,
és a bomlási folyamatok során létrejött fotonok között. A mérési eredmények szerint a hűlés során
az átlagos hőmérséklet legalább 2,6·1012 Kelvin, még kezdetben ez legalább 4 · 1012 Kelvin. Ez a
hőmérséklet elegendő a hadronok megolvasztásához melynek határa az elméleti számı́tások szerint
nagyjából 2 · 1012 Kelvin.

1.4. Az erősen kölcsönható kvarkanyag

Az előző fejezetben bemutatott megfigyelések alapján kijelenthetjük, hogy a RHIC-ben történő nehézion-
ütközések során valóban létrejön a QGP. A hadronok megolvadnak és erősen kölcsönható, elhanya-
golható kinematikai viszkozitású folyadékként viselkednek mely az extrém nyomás és energiasűrűség
hatására gyorsan tágul és hűl, majd megtörténik a kifagyás.

A mérések seǵıtségével sikerült meghatározni a QGP főbb tulajdonságait, viszont még renge-
teg megválaszolatlan kérdés övezi a fizika ezen ágát. Fontos kutatási irány a hadronikus anyag
fázisdiagramjának feltérképezése, a kvarkanyag és a hadronikus anyag közti fázisátalakulás megértése.
Mindezek vizsgálata céljából világszerte több gyorśıtót terveznek és éṕıtenek napjainkban.

Az elméleti és ḱısérleti eredmények azt mutatják, hogy a RHIC és az LHC által előálĺıtott ener-
giákon a kvarkanyag és a hadronikus anyag közötti átmenet nem elsőrendű fázisátalakulás, hanem
inkább folytonos átmenet [7]. Kisebb energiákon a fázisátalakulásról sokkal kevesebb ismerettel ren-
delkezünk. A mai ismereteink szerint ezen a tartományon elsőrendű fázisátmenetre kerülhet sor és
ennek határvonala valósźınűleg egy kritikus pontban ér véget. A nehézion-fizikával foglalkozó kutatók
az új gyorśıtókkal, mint a GSI FAIR vagy a J-PARC HI, többek között ezt szeretnék megérteni.

1.5. Femtoszkópia

A femtoszkópia tudományága a femtométeres3 méretskálák téridőbeli szerkezetét vizsgálja, mint
ḱısérleti technika elengedhetetlen része a nehézion-fizikai kutatásoknak.

2A sźıntöltés a kvarkok jellemzője, az elektromos töltéssel ellentétben három-három sźın lehetséges: piros, zöld, kék
és ezek anti-sźıntöltései.

31 femtométer (fm) 10−15 méternek felel meg.
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Mivel a detektoraink az ütközési ponttól távol helyezkednek el mi csak a termalizált közegből
folyamatosan keletkező fotonokat, illetve a kifagyáskor keletkező (és egymással kölcsönható) hadrono-
kat és egyéb részecskéket tudjuk detektálni. Ez azt jelenti, hogy az ütközéskor létrejövő QGP fizikai
jellemzőire ezekből a távoli detektált részecskékből szükséges következtetnünk.

A femtoszkópiában fontos szereppel b́ırnak a korrelációs függvények, például a Bose-Einstein kor-
relációs függvény:

C2(p1, p2) =
N2(p1, p2)

N1(p1)N1(p2)
, (4)

ahol p1 és p2 a részecskék négyesimpulzusa, N1-et az egyrészecske-, N2-őt pedig a kétrészecske invariáns
impulzuseloszlásnak nevezzük. Ahogy azt a későbbi fejezetekben látni fogjuk, a korrelációs függvény
a részecskekeltő forrás alakját léıró függvénnyel fog kapcsolatban állni. A pontos összefüggésre a
következő fejezetek elméleti bevezetése után térünk vissza.

2. Relativisztikus hidrodinamika

Az eddigiek alapján láttuk, hogy a nagyenergiás atommagütközésekben olyan nyomás és energi-
asűrűség alakulhat ki, hogy az atommagok nukleonjai megolvadnak és létrejön a QGP. A nehézion-
fizika célja, hogy megértse az anyag viselkedését ezen extrém állapotban. Mivel a közeg erősen csatolt,
ezért a hadronokra nézve a szabad úthossza kicsi a közeg méretéhez képest. Ez azt jelenti, hogy al-
kalmazhatjuk a hidrodinamika egyenleteit azaz lokális impulzus- és energiamegmaradást teszünk fel
a közegen belül.

A nagyenergiás ütközésekben létrejövő közeg statisztikus léırása a Landau által kidolgozott rela-
tivisztikus hidrodinamikán keresztül történik. Az elmélet az energia-impulzus tenzor (Tµν)4 lokális
megmaradását tételezi fel. A ḱısérleti eredményekből kiindulva tökéletes folyadékot (azaz elhanyagol-
ható viszkozitást és hővezetést) tételezve fel ennek alakja a következő:

Tµν = (ϵ+ p)uµuν − pgµν , (5)

ahol ϵ az energiasűrűség, p a nyomás és gµν=diag(1,-1,-1,-1) a metrikus tenzor. Fontos észrevenni, hogy
az egyenletben négyesvektorok és négyestenzorok szerepelnek valamint a metrikus tenzor seǵıtségével
térhetünk át a lent- és fentindexes négyesvektorok között:

uµ = gµνuν , (6)

ahol (és a dolgozatban végig) az Einstein-féle összegzési konvenció szerint nem ı́rtam ki a szummát.
Érdemes hangsúlyozni, hogy (5) alakja csak tökéletes folyadékot feltételezve marad ilyen egyszerű, az
általánosabb tárgyalásban ez sokkal bonyolultabbá válik. Tµν megmaradására a következő kontinuitási
egyenletet ı́rhatjuk fel:

∂µT
µν = 0. (7)

Ezt az egyenletet felbonthatjuk egy uµ-vel párhuzamos és arra pszeudo-ortogonális egyenletre:

(ϵ+ p)∂µu
µ + uµ∂µϵ = 0, (8)

(ϵ+ p)uν∂νu
µ + (uµuν − gµν)∂νp = 0. (9)

Az első egyenlet az energiamegmaradást fejezi ki, még a második az ún. relativisztikus Euler-egyenlet.
Ezen ḱıvül elképzelhető egy megmaradó töltéshez tartozó n számsűrűség, aminek a lokális meg-

maradása:
∂µ(nu

µ) = 0. (10)

A számsűrűség seǵıtségével a hőmérsékletet is értelmezhetjük, mégpedig az ideális gázokra érvényes
p = nT módon.

4A relativisztikus hidrodinamikában a µ és ν szabadindexeket szokás használni.
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A probléma megoldásához még hiányzik egy egyenlet, hiszen (5) négy egyenletet ad meg de öt
ismeretlenünk van (ϵ, p és uµ három komponense5). Ez az egyenlet az ϵ és p közti állapotegyenlet
lesz, ahol egyenes arányosságot teszünk fel κ paramétert bevezetve6:

ϵ = κp. (11)

Ezeket az egyenleteket kell megoldanunk tehát, viszont ez korántsem triviális feladat [8]. A leg-
széleskörűbben használható 1+3 dimenziós egzakt megoldás Hubble-áramlást tételez fel, ezt pedig a
2.2 szakaszban ismertetem.

2.1. Megfigyelhető mennyiségek

Az ütközés után létrejött közeg időfejlődését a korábban megadott hidrodinamikai egyenletek ı́rják le.
Az egyenleteink helyességének ellenőrzésére származtassunk megfigyelhető mennyiségeket belőlük, ez-
zel hidrodinamikai modellt létrehozva. Azt gondoljuk, hogy a kifagyás előtt a közeget az egyenletekkel
tudjuk léırni majd a kifagyáskor keletkező hadronok eloszlásai ezt a közeget jellemzik. A modellünkben
feltesszük továbbá, hogy a termodinamikai mennyiségek folytonosan változnak a kifagyás során.

Vezessük be a hadronok keletkezésének forrásfüggvényét S(x, p)-t melyre sűrűségfüggvényként gon-
doljunk, azaz adja meg, hogy egy infinitezimális dx téridőbeli térfogatban dp impulzustartomány mel-
lett hány részecske keletkezett. Így az összes keletkező hadron számát a teljes téridőre és impulzusra
vett integrálás adja:

N =

∫
S(x, p)d4xd4p. (12)

A tömeghéjfeltételt megkövetelve egyszerűbb alakra hozható ugyanis ez azt jelenti, hogy p2 = m2 =
E2 − p2 ha c = ℏ = 1. Ekkor:

N =

∫
S(x, p)d4x

d3p

E
. (13)

A megfigyelhető mennyiségek kiszámı́tásához még meg kell adjuk, hogy a téridőben hol keletkeznek
a hadronok, ezt nevezzük kifagyási feltételnek. A kifagyást úgy képzeljük, hogy egy háromdimenziós
felületen történik nem feltétlenül pillanatszerűen azaz nem egy adott τ =

√
x2 koordináta-sajátidő

mellett, hanem a felület körül egyH(τ) eloszlással. Ha a hiperfelület vektormértékét d3Σµ(x) jelöli, ak-
kor a részecskefluxust pµd3Σµ(x) adja, melyet Cooper-Frye-faktornak neveznek a két fizikus munkája
nyomán [9]. Ha ezt a fluxust dτ -val szorozzuk akkor megkapjuk a felület egy kis térbeli tartományán
adott kis sajátidő-intervallumban keletkezett részecskék számát.

Végül még figyelembe kell vegyük, hogy a keletkező részecskék mozgási energiájának eloszlása a
megfigyelések szerint Boltzman-eloszlást követ. A forrásfüggvény defińıciójába ennek a relativisztikus
alakját, a Maxwell-Jüttner-eloszlást ı́rjuk:

B(x, p) = n(x)exp

(
− pµu

µ

T (x)

)
. (14)

A forrásfüggvény általános alakja az előbbiek szerint:

S(x, p)d4x = NB(x, p)H(τ)dτpµd3Σµ(x), (15)

ahol N egy normálási konstans. A modellünkben a lehető legegyszerűbb feltevéssel élünk, azaz kons-
tans τ0 kifagyási sajátidőt tételezünk fel ami miatt H(τ) = δ(τ − τ0). Ezen ḱıvül a kifagyási felüle-
tről megköveteljük, hogy pszeudo-ortogonális legyen uµ-re, emiatt d3Σµ(x) = uµd3x/u0. Ezekkel a
módośıtásokkal a forrásfüggvény általam használt alakja:

S(x, p)d4x = Nn(x)exp

(
− pµu

µ

T (x)

)
pµu

µ

u0
δ(τ − τ0)dτd

3x. (16)

5A negyedik komponenst uµuµ = 1 kikötés rögźıti.
6Az ennél általánosabb modellekben gyakran választanak p-től és/vagy T -től függő κ-t.
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Az egyik legfontosabb megfigyelhető mennyiség a részecskék differenciális impulzuseloszlása, ami
a forrásfüggvény térre vett integráljaként áll elő. Érdemes megeĺıteni, hogy ezt (és a tovább átlagolt
változatait) gyakran spektrumnak is nevezik. A szokásos x, y, z koordináták helyett célszerű a korábban

emĺıtett transzverz impulzust pt =
√
p2x + p2y és annak ϕ azimutszögét használni az x − y śıkban. A

pz impulzuskomponens helyett pedig szokás bevezetni a rapiditást y = 0,5 · ln((E + pz)/(E − pz))
módon. Legyen továbbra is N a forrásfüggvény térre és impulzusra vett integrálja, ekkor a differen-
ciális impulzuseloszlás:

N1(p) = E
d3N

dpxdpydpz
=

d3N

ptdptdϕdy
. (17)

Valójában sokszor y → 0 esetén, azaz midrapiditásnál számolják ki ezt az eloszlást. Ez annak felel

3. ábra. Egy nehézion-ütközés sematikus rajza. A két atommag z-irányból érkezik és az ütközésben
résztvevő nukleonokat a középső ellipszoid jelöli (ezekből jön létre a QGP). Az ábrán periférikus
ütközést látunk, erős az x − y śıkbeli asszimetria a létrejött közegben. Ennek a mértékét méri az
elliptikus folyás v2. Forrás: [10]

meg, hogy főként a nyalábirányra merőleges részecskéket képesek észlelni a detektorokban. Ekkor:

N1(pt, ϕ) = lim
y→0

d3N

ptdptdϕdy
=

d2N

ptdptdϕ
. (18)

Ha elvégezzük az azimutszögre vett integrálást akkor a szögfüggetlen transzverzimpulzus-eloszlást
kapjuk:

N1(pt) =
1

2π

∫ 2π

0

d2N

ptdptdϕ
=

dN

2πptdpt
. (19)

Érdemes lehet a Fourier-sorát venni a szögfüggő eloszlásnak:

N1(pt, ϕ) = N1(pt)

(
1 + 2

∞∑
n páros

vn cos(nϕ)

)
. (20)

A bevezetőben emĺıtett elliptikus folyás v2 megmutatja, hogy mekkora az eltérés a gömbi szimmetriától
a transzverz śıkban. v2 Fourier-együtthatót egy integrál adja meg:

v2 =

∫ 2π

0
dϕN1(pt, ϕ) cos(2ϕ)∫ 2π

0
dϕN1(pt, ϕ)

. (21)

Látszik, hogy a forrásfüggvény kiemelt jelentőséggel b́ır, a megfigyelhető mennyiségek belőle származtathatóak.
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Az 1.5. fejezetben emĺıtettem, hogy a forrás térbeli szerkezetét a korrelációs függvény mérésén
keresztül határozhatjuk meg, azaz itt is használható a forrásfüggvény. A korrelációk vizsgálatakor két
részecske adatait használjuk ezért új változókat szokás bevezetni. A részecskék négyesimpulzusának
különbségét q = p1 − p2 jelölje, valamint K = 0,5 · (p1 + p2) a pár átlagos négyesimpulzusa. Sok
esetben használják a p1 ≈ p2 ≈ K közeĺıtést, ugyanis ekkor a forrásfüggvény Fourier-transzformáltja
q és K változók függvénye lesz:

S̃(q,K) =

∫
S(x, p)eiqxd4x. (22)

Megmutatható, hogy az ún. kvantumstatisztikus korrelációs függvény (C
(0)
2 ) közeĺıtése kifejezhető a

Fourier-transzformált seǵıtségével:

C
(0)
2 (q,K) ≈ 1 +

|S̃(q,K)|2

|S̃(0,K)|2
. (23)

A RHIC ḱısérleteiben azt találták, hogy ez a formula a mag-mag ütközésekben konzisztens az adatokkal
[11, 12]. Hogyha Gauss-jellegű forrást választunk R(p) impulzusfüggő forrásszélességet használva
akkor:

S(x, p) ∝ e
− x2

2R(p)2 =⇒ C(q,K) = 1 + e−q2R(K)2 , (24)

azaz a korrelációs függvényben megjelenő sugár a forrás térbeli méretével kapcsolatos.
(23)-at a forrásfüggvény autokorrelációjának bevezetésével praktikus átalaḱıtani. Ezt nevezzük a

térbeli korreláció függvényének (vagy páreloszlásnak):

D(r,K) =

∫
S
(
ρ+

r

2
,K

)
S
(
ρ− r

2
,K

)
d4ρ, (25)

ahol r a pár négyestávolsága és ρ az átlagos téridővektoruk. A korrelációs függvény alakja ekkor előáll

C
(0)
2 (q,K) = 1 +

D̃(q,K)

D̃(0,K)
(26)

alakban, ahol D̃ a Fourier-transzformáltat jelöli. Ez azt jelenti, hogy a korrelációs függvény mérésével
igazából D(r,K) páreloszlást határozzuk meg.

2.2. Egzakt megoldás vizsgálata

A 2. fejezet elején emĺıtettem, hogy a relativisztikus hidrodinamika egyenleteinek a megoldása
korántsem triviális. Ebben a szakaszban a legszéleskörűbben alkalmazható 1+3 dimenziós egzakt
megoldásosztályt ismertetem.

A megoldás ellipszoidális szimmetriát tételez fel ami azt jelenti, hogy a termodinamikai mennyiségek
az ún. skálaváltozó által adott ellipszoid-felületeken konstans értékűek [13]. A felületeket megadó
skálaváltozó defińıciója:

s =
r2x

X(t)2
+

r2y
Y (t)2

+
r2z

Z(t)2
, (27)

aholX(t), Y (t), Z(t) skálaparaméterek az s = 1 feltétellel adott ellipszoid tengelyeinek adott időpillanatban
vett értékét jelentik, még ri módon jelölöm a térkoordinátákat. A megoldás megköveteli, hogy a se-
bességmező Hubble-t́ıpusú legyen, azaz:

uµ(x) = γ

(
1,

VX

X(t)
,
VY

Y (t)
,
VZ

Z(t)

)
, (28)

ahol γ a Lorentz-faktor és a bevezetett sebességek időfüggetlenek. Ekkor a sebességmező egyszerűen
adódik:

uµ =
xµ

τ
. (29)
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A termodinamikai mennyiségek azaz a számsűrűség, hőmérséklet és a nyomás egyenletei a következők:

n(x) = n0

(
τ0
τ

)3

ν(s), (30)

T (x) = T0

(
τ0
τ

)3/κ
1

ν(s)
, (31)

p(x) = p0

(
τ0
τ

)3(κ+1)/κ

, (32)

ahol ν(s) a skálaváltozó tetszőleges függvénye, továbbá n0 = n|s=0,τ=τ0 , T0 = T |s=0,τ=τ0 , p0 =
p|s=0,τ=τ0 és p0 = n0T0. Legyen ν(s) = exp(−bs/2) alakú, ahol b a hőmérséklet inhomogenitását ı́rja
le azaz b = ∆T

T |r és ha a közeg középen a legforróbb akkor b < 0.

2.3. Az egzakt megoldásból származtatott mennyiségek

10 1 100 101 102

x [fm]

10 40

10 34

10 28

10 22

10 16

10 10

10 4

102

S(x)

x-irány, px = py = 0.5 GeV

(a) A forrásfüggvény

0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75
pt [GeV]

104

105

N1(pt)

(b) Numerikusan számolt transzverzimpulzus-eloszlás

4. ábra

A fenti megoldás szépsége, hogy közeĺıtő eljárások seǵıtségével a forrásfüggvény integráljai ana-
litikusan meghatározhatóak [14]. Most a számı́tások részletezése nélkül megadom egy m tömegű
részecskére a differenciális impulzuseloszlást:

N1(p) =

∫
S(x, p)d4x = 2πN̄ĒV̄ · exp

(
− E2 +m2

2ET0
− p2x

2ETx
−

p2y
2ETy

− p2z
2ETz

)
, (33)

a segédmennyiségek pedig:

N̄ = Nn0

(
2T0τ

2
0π

E

)3/2

, (34)

Ē = E − p2x(1− T0/Tx)

E
−

p2y(1− T0/Ty)

E
− p2z(1− T0/Tz)

E
, (35)

V̄ =
√

(1− T0/Tx)(1− T0/Ty)(1− T0/Tz). (36)

Tx, Ty, Tz az effekt́ıv hőmérsékleteket jelölik:

Tx = T0 +
ET0V

2
X

b(T0 − E)
; Ty = T0 +

ET0V
2
Y

b(T0 − E)
; Tz = T0 +

ET0V
2
Z

b(T0 − E)
. (37)

10



Fontos feltétel, hogy Tx,y,z > T0 legyen, ami b < 0 és E > T0 esetén igaz (ez a megkötés a mérések
során detektált részecskékre teljesül).

Az invariáns transzverzimpulzus eloszlás E = mt =
√
m2 + p2t helyetteśıtéssel a következő alakú

lesz:

N1(pt) = 2πN̄V̄

(
mt −

p2t (Teff − T0)

mtTeff

)
· exp

(
− m2

t +m2

2mtT0
− p2t

2mtTeff

)
, (38)

ahol 1/Teff = 0,5 · (1/Tx + 1/Ty) módon definiált.
Az elliptikus folyás a módośıtott Bessel-függvények seǵıtségével áll elő:

v2(pt) =
I1(w)

I0(w)
, (39)

ahol

w =
p2t
4mt

(
1

Ty
− 1

Tx

)
. (40)

100 101 102 103
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Kx = Ky = 0.4 GeV

5. ábra. A numerikusan számolt páreloszlás függvénye

A kétrészecske korrelációs függvény is meghatározható a forrásfüggvényből a korábban ismertetett
módon:

C2(q,K) = 1 + exp
[
−R2

xq
2
x −R2

yq
2
y −R2

zq
2
z

]
, (41)

ahol Rx, Ry, Rz-t korrelációs- vagy HBT sugárnak nevezzük:

R2
x =

T0τ
2
0 (Tx − T0)

MtTx
, (42)

R2
y =

T0τ
2
0 (Ty − T0)

MtTy
, (43)

R2
z =

T0τ
2
0 (Tz − T0)

MtTz
. (44)

A képletben megjelenik az ún. transzverz tömeg is Mt =
√
K2

t +m2 defińıcióval, ahol Kt a transzverz
śıkba eső átlagos impulzus és Tx, Ty, Tz paraméterek szintén ettől függenek. A HBT sugarak képletén
megjelenik a hidrodinamikából eredő, széleskörben megfigyelt skálázási tulajdonság azaz R2 ∝ 1/Mt.
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A HBT sugarakra vonatkozó képletet ezért szokás más formában is ı́rni:

1

R2
x

=
b

Ẋ2
0τ

2
0

+Mt
Ẋ2

0 − b

T0τ20 Ẋ
2
0

, (45)

1

R2
y

=
b

Ẏ 2
0 τ

2
0

+Mt
Ẏ 2
0 − b

T0τ20 Ẏ
2
0

, (46)

1

R2
z

=
b

Ż2
0τ

2
0

+Mt
Ż2
0 − b

T0τ20 Ż
2
0

. (47)

A HBT sugarakat gyakran nem Descartes-koordináták szerint ı́rják fel, hanem áttérnek a Bertsch-
Pratt párkoordináta-rendszerbe (lásd az 5.1 szakaszt). A long irány a nyalábirányt adja meg (eddig z
tengely), az out irány a transzverz impulzus irányába mutat és a side irány az előző kettőre merőleges,
ekkor:

R2
out = R2

side =
R2

x +R2
y

2
, (48)

R2
long = R2

z. (49)

A modell által jósolt eredményeket a PHENIX több ḱısérletében is ellenőrizték ahol azt találták,
hogy ez a hidrodinamikai modell az ütközésekből mérhető megfigyelhető mennyiségeket helyesen ı́rja
le [15, 16]. Hangsúlyozni kell viszont, hogy több jelentős egyszerűśıtés van a valósággal ellentétben.
A sebességmezőt Hubble-t́ıpusúnak tételeztük fel mindvégig, viszont a valóságban a tágulás nem
gyorsulásmentes a korai idők esetén. A másik korlátozás, hogy a forrásfüggvény megfelelő integráljait
közeĺıtő módszerekkel határoztuk meg.

A mérések szerint a központi kifagyási hőmérséklet 200 MeV körüli és a kifelé csökkenő hőmérséklet
miatt nagyjából 170 MeV átlagos hőmérsékletet tételezhetünk fel. A modell alapján meghatározhatjuk
a közeg létrejöttekor fennálló hőmérsékletet is:

Tkezdeti = T0

(
τ0

τkezdeti

)3/κ

. (50)

κ ≈ 10 [17] és τkezdeti = 1 fm/c választással erre 370 MeV adódik, ami összhangban van a PHENIX
méréseivel [18].

3. Az ellentmondás: Lévy-eloszlás megjelenése

Ebben a fejezetben ismertetem a dolgozatom kulcskérdését, azaz a forrás elmélet által jósolt és
ḱısérletileg mért alakja közötti ellentmondást. A probléma teljeskörű bemutatását célszerű egy rövid
matematikai összefoglalóval ind́ıtani.

3.1. Lévy-eloszlás

A ρX(x) ∼ x−β alakú, hatványszerűen lecsengő valósźınűségi sűrűségfüggvények matematikai szem-
pontból igen érdekesek. Ha β < 3, akkor az X valósźınűségi változó szórása nem értelmezhető, és ha
β < 2 akkor már a várható értéke sem értelmes. Ekkor a központi határeloszlás tételét a megszokott
formájában nem alkalmazhatjuk, (most még 1 dimenzióban) át kell fogalmazni azt.

Ha X1, X2, ...Xn független, azonos eloszlású valósźınűségi változók melyekre |x| ≫ 1 esetén

ρX(x) ≈ C0

|x|α+1
, (51)
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ahol 1 ≤ α ≤ 2, akkor az

Y :=
1

n1/α

n∑
i=1

(Xi − ⟨X⟩) (52)

változóra

lim
n→∞

ρY (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itxe−C|t|αdx; ahol C = 4C0

∫ ∞

0

sin(y/2)
1

yα+1
dy. (53)

A defińıcióban határértékként megjelenő eloszlás kiemelt szerepű. Ha egy X valósźınűségi változónk
van akkor azt Lévy-eloszlásúnak nevezzük ha a sűrűségfüggvénye:

ρX(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itxe−C|t|αdt (54)

alakú 1 ≤ α ≤ 2 paraméterrel [19]. Ezt az eloszlást a normális eloszláshoz hasonlóan stabilnak
nevezzük. Ez alatt azt értjük, hogy ha összeadunk n darab független, azonos α paraméterű Lévy-
változót akkor az összegük is Lévy-eloszlású lesz (de átskálázva). Érdemes megemĺıteni, hogy α = 1
esetén az eloszlást Cauchy-eloszlásnak, α = 2-re pedig Gauss-eloszlásnak nevezzük.

6. ábra. A Lévy-eloszlás sűrűségfüggvénye különböző α paraméterek mellett (forrás: Wikipédia).

Három dimenzióban a defińıció hasonló. Válasszuk a gömbszimmetrikus esetet azaz legyen nulla
az eloszlás várható értéke, végezzünk továbbá egy C → 2−1/αR átparaméterezést. Ekkor a következőt
értjük Lévy-eloszlás alatt:

L(α,R, r) =
1

(2π)3

∫
d3qeiqre−1/2|qR|α . (55)

R-et Lévy-skálának (vagy sugárnak) nevezzük továbbá megengedjük, hogy 0 < α ≤ 2 legyen (habár
0 < α < 1 tartományon már az eloszlás várható értéke sem értelmes). Az α > 2 esetben az eloszlás
nem pozit́ıv definit tehát nem értelmezhető valósźınűség-sűrűségként vagy részecskeeloszlásként.

3.2. Lévy-eloszlás megjelenése a mérésekben

Ahogy az 1.5 szakaszban kifejtettem, a korrelációs függvény mérésén keresztül a forrás alakját tudjuk
feltérképezni, pontosabban a forrás homogenitási hossza azaz HBT-sugara határozható meg. Az 1+3
dimenziós egzakt megoldás azt mutatta, hogy a részecskekeltés forrásfüggvénye (és ı́gy a páreloszlás
is) Gauss-jellegű lesz. Ezzel szemben számos ütközésben mért korrelációk azt mutatják, hogy a forrás
alakja nem Gauss-jellegű hanem hatványfüggvény módjára cseng le. A RHIC-nél alapos mérések
mutatták, hogy a páreloszlás (és ı́gy a forrás alakja) Lévy-jellegű 1 < α ≤ 2 paraméterrel, például
arany-arany ütközésekben α ≈ 1,2 [20]. Fontos kiemelni, hogy az R Lévy-skála a HBT-sugarat adja
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7. ábra. Hidrodinamikai jóslatok teljesülése az arany-arany ütközésekben.

meg ezért a mért páreloszlásra elméleti görbét illesztve a forrás méretéről közvetlen információhoz
jutunk.

A mérések során különböző impulzustartományokra bontják a beérkező részecskéket és külön-külön
vizsgálják a kapott eloszlásokat. Impulzus helyett sokszor az ún. transzverz tömeget használják, amit
mT =

√
m2 + p2t módon definiálnak. Széleskörben tapasztalt jelenség, hogy a Lévy-skála R−2 ∝

a + bmT relációt követ melyet a PHENIX ütközéseinél is igazoltak. A 7a ábra a 0-30% centralitású
pion-pion ütközésekre mutatja a jelenséget emellett a 7b ábráról látjuk, hogy a mérések szerint α
paramétere nem rendelkezik erős mT -függéssel.

A hidrodinamikai modellekből következik R ésmT kapcsolata, viszont a 2.2 szakaszban látott α = 2
paraméterű páreloszlás helyett Lévy-alakú közeget mutatnak a mérések. Több lehetséges magyarázat
született az eltérés megmagyarázására, ezzel foglalkozom a következő fejezetben.

3.3. Lehetséges magyarázatok

Az előző fejezetben emĺıtett ellentmondás feloldására az egyik lehetséges út feltételezni, hogy a hidro-
dinamikai modellek jóslata helyes. Mivel ezek a modellek a rendszer kifagyáskori állapotát adják meg
ezért jogos a feltételezés, hogy a hidrodinamikai fázis során valóban Gauss-jellegű források születnek.
A kifagyás során keletkező hadronok egymással kölcsönhatásba lépnek, számos bomlás és ütközés
történik közöttük, ezt nevezzük a hadrondinamikai fázisnak.

A [21] publikációban megvizsgálták, hogy a kifagyás utáni hadronok kölcsönhatásainak (mint
szóródás, bomlás, stb.) szabad úthosszai milyen eloszlást követnek. Összesen 100 szimulált arany-
arany ütközés felhasználásával megállaṕıtották, hogy ezek az eloszlások hatványszerű lecsengést mu-
tatnak. A 8. ábrán két pion útja látszik a szimulációkból, a publikációban megállaṕıtották, hogy
a hadronok a véletlen bolyongás speciális fajtáját a Lévy-sétát végzik a nehézion-ütközések szi-
mulációjában. A Lévy-séta magyarázattal szolgálhat a problémára, hiszen az eredeti Gauss-jellegű el-
oszlást ez a hadrondinamikai mechanizmus torźıthatja el Lévy-jellegűvé, ezzel befolyásolva a ténylegesen
megfigyelt eloszlásokat.

Az előbbiekben ismertetett gondolatmenet sajnos több szempontból sem adhat teljes képet. A
megfigyelések azt mutatják, hogy a hidrodinamika által jósolt mt szerinti skálázó tulajdonság α-ban
és R-ben igaz marad. A hadronok kölcsönhatásai viszont függnek a részecskék különböző fizikai
paramétereitől (pl. hatáskeresztmetszet), emiatt például pionok (π) és kaonok (K) között α(K) <
α(π) eltolódást várnánk α − mt-ben a rugalmas ütközéseket tekintve, de ilyet nem figyeltek meg a
mérések során.

14



rx [fm]
1

0
1

r y [
fm

]

0
1

2

r z
 [f

m
]

0
50
100
150
200

rx [fm]

10 8 6 4 2 0

r y [
fm

]

1
2

3

r z
 [f

m
]

0
200
400
600

8. ábra. A szimulált arany-arany ütközésben két pion útját bemutató ábrák. A kék pontok
kölcsönhatást jelölnek, a piros vonalak a pionok és a kékek pedig egyéb részecskék szabad terjedését
mutatják. A pionok az ütköző nukleonokból születnek és az utolsó kölcsönhatásig vannak ábrázolva.
Forrás: [21].

A dolgozatomban az előbb ı́rtak miatt egy új lehetséges feloldást vizsgálok a problémára. Ha már
a hidrodinamikai fázis Lévy-jellegű forrást hozna létre, és ezt az eloszlást részecsket́ıpustól függetlenül
torźıtaná el a hadronok kölcsönhatása más paraméterű Lévy-eloszlássá, akkor a korábbi problémákat
lehetséges lenne megkerülni. A munkám során tehát ḱısérletet teszek olyan hidrodinamikai mo-
dellt alkotni, mely az eddigi Gauss-eloszlások helyett hatványszerű eloszlásokat képes adni mind a
részecskekeltést léıró forrásfüggvényre, mind a páreloszlásra.

4. Egzakt megoldás módośıtása

Ebben a fejezetben bemutatom az általam talált új hidrodinamikai megoldást, illetve a korábbi siker-
telen próbálkozásokat is röviden összefoglalom.

Szeretném kiemelni, hogy a problémával Kozák Dóra dolgozata is [22] foglalkozott, ahol ḱısérletet
tett az előbb vázolt ellentmondás feloldására, viszont több ok miatt is szükségesnek tartom a probléma
újboli vizsgálatát. Egyrészt a dolgozatában hatványfüggvényszerű csökkenésre vezető függvények
már nem oldották meg a hidrodinamika egyenleteit, másrészt a kapott megoldást egy adott pa-
raméterhalmaz mellett ismertette. Ezen okok miatt szerettem volna egy tényleges megoldást találni,
illetve egy szisztematikus vizsgálatot lehetővé tevő programot is fejleszteni.

4.1. A kutatás lépései és módszerei

Az első lépés egy olyan megoldás keresése mely a ḱıvánt módon lecsengő eloszlásokra vezet, eh-
hez a 2.2. szakaszban ismertetett egzakt megoldást ḱıvántam úgy módośıtani, hogy az továbbra
is megoldás maradjon. Ha valóban sikerül ilyet találni, akkor a megfigyelhető eloszlásokat kiszámı́tva
(S(x, p), N1(pt), D(r,K)) eldönthető, hogy képes-e léırni a ḱısérletileg megfigyelteket a modellünk. A
megoldás szabad paramétereinek vizsgálata lesz az utolsó lépésünk, hiszen meg kell keresnünk azok
ideális értékeit.

Mind a szögfüggetlen transzverzimpulzus eloszlás, mind a páreloszlás meghatározásához analitiku-
san nem elvégezhető több dimenziós integrálokat kell kiszámolni. Ezek kiszámolását ezért numerikusan
végzem egy saját C++ program seǵıtségével. A legszámı́tásigényesebb integrál a forrásfüggvény au-
tokorrelációja, ezt az ún. Monte Carlo integrálás módszerével számolom ki. Ennek lényege, hogy
véletlen koordinátákban értékeljük ki az integrálandó függvényt az integrálási határok között, ekkor
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a következő közeĺıtő formula ı́rható:

I ≈ V
1

N

N∑
i=1

f(xi), (56)

ahol V az integrálási térfogat. A tapasztalat szerint többdimenziós integrálokat sokkal hatékonyabban
lehet kiértékelni a módszer seǵıtségével, mint a hagyományos közeĺıtő eljárással.

A számolások során a megoldásoknak bizonyos szabad paramétereit nekünk kell megadni. Több
esetben ḱısérleti eredményekből leszűrhető ezek értéke de lesznek olyanok is, melyeket szabadon fogok
változtatni. A tipikusan használt értékeket az 1. táblázatban ismertetem.

Paraméter Érték
Kifagyási sajátidő, τ0 1,0-10,0 fm/c

Kezdeti számsűrűség, n0 100
Kifagyási hőmérséklet, T0 0,17 GeV

x, y irányú impulzusok, px, py 0,1-1,0 GeV/c
z irányú impulzus, pz 0 GeV/c
Tágulási sebesség, V 0,1-100

Piontömeg, m 0,14 GeV/c2

Normálási konstans, N 1,0

1. táblázat. A számolásokhoz használt paraméterek tipikus értékei

4.2. Sikertelen módośıtások

Ebben a fejezetben röviden bemutatom azokat a sikertelen módośıtásokat, melyeket a kutatásom
kezdetén vizsgáltam. A megoldások helyességét már a forrásfüggvény aszimptotikus viselkedésének
vizsgálatával eldönthetjük, ha nem hatványszerűen cseng le akkor el kell dobjuk az adott esetet. A
forrásfüggvény alakja konstans sajátidejű kifagyás mellett a következő:

S(x, p) = Nn(x)exp

(
− pµu

µ

T (x)

)
pµu

µ τ0
t
. (57)

A skalárszorzatot érdemes külön kifejtenünk:

pµu
µ = pµ

xµ

τ0
=

1

τ0

(
Et− cos(θ)|p||r|

)
=

1

τ0

(
E
√
τ20 + r2 − cos(θ)pr

)
(58)

alakban, ahol cos(θ) jelölje a térbeli hely- és impulzusvektor bezárt szögét, r pedig a térbeli helyvektor
hosszát.

4.2.1. Első eset

A legelső próbálkozásomban kihasználom, hogy ν(s) eloszlás nem csak Gauss-jellegű lehet ezért
hatványfüggvény alakban veszem fel:

ν(s) =

(
s0
s

)β

, (59)

ahol s0 = 1 választással számolok a következőkben. Ezen ḱıvül semmilyen módośıtást nem végzek az
eredeti megoldásban.

Válasszuk meg az s = 1 feltétellel adott ellipszis tengelyeit a t = 0 időpillanatban 0-nak és tegyük
fel, hogy VX = VY = VZ := V 7. Ekkor ν(s)-t r függvényében is feĺırhatjuk:

ν(s) =

(
r2x + r2y + r2z

(V t)2

)−β

=

(
r2

V 2(τ20 + r2)

)−β

= V 2β

(
1 +

τ20
r2

)β

. (60)

7Ezzel a választással a későbbi esetekben is élni fogok pár kivétellel.
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Érdemes először megvizsgálni külön az exponenciális és külön a többi tag viselkedését különböző β
értékek mellett, ezt a 9. ábra mutatja. Látható ν(s) kifejtéséből, hogy β-nak az előjelétől függetlenül

9. ábra. A forrásfüggvény két tagjának β függése (x-irány)

r ≫ 1-re ν(s) ≈ V 2β teljesül. Ez azt vonja maga után, hogy a domináns exponenciális tag e−r

módjára fog lecsengeni és az origó körül két értéket vehet fel, 0-át vagy 1-et. A többi hatványszerű
tag a lecsengést nem befolyásolja, ezért ez az eset nem vezethet megfelelő forrásfüggvényre, el kell
vessük azt.

4.2.2. Második eset

A második esetben megtartottam az új ν(s)-et és a termodinamikai függvényeknek új defińıciót adtam:

n(x) = n0ν(s), (61)

T (x) = T0, (62)

p(x) = p0ν(s). (63)

Mivel a forrásfüggvényben az előző esethez képest csak az exponenciálisban történt változás, ezért elég
ezt a tagot megvizsgálni. Az előző esethez képest nem tapasztalunk különbséget, ugyanis r ≫ 1 esetén
ismét e−r lecsengést mutat a forrásfüggvény, ezzel kizárva ezt az esetet is. A 10. ábrán láthatóak az
emĺıtett függvények.

10. ábra. A forrásfüggvény és annak exponenciális tagja.
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4.2.3. Harmadik eset

Az első két eset alapján megállaṕıthatjuk, hogy hatványfüggvény alakú ν(s)-et használva nem kap-
hatunk Lévy-jellegű páreloszlást ha csak a termodinamikai mennyiségek egyenleteit módośıtjuk az
eredeti megoldáshoz képest.

Az egyik lehetőség az exponenciális viselkedés kiküszöbölésére ha exp (−pµu
µ/T (x))-et úgy alaḱıtjuk

át, hogy az nagy r értékek esetén konstanshoz tartson. Az egyik lehetőség erre az uµ sebességmező
módośıtása. Habár a megoldásunk a hidrodinamika egyenleteit nem fogja teljeśıteni, de fizikailag
mégsem értelmetlen az ötlet. Ha a kapott megfigyelhető eloszlások a ḱısérleti tapasztalatoknak meg-
felelően viselkednek akkor álĺıthatjuk azt, hogy az egyenletek helyesen léırják a végállapotot. A teljes
folyamatot pedig numerikus módszerek seǵıtségével ebből már vissza tudnánk fejteni, azaz a meg-
oldásunkra inkább parametrizációként lenne érdemes tekinteni.

11. ábra. A harmadik eset releváns függvényeinek viselkedése δ = 2 választással

Induljunk ki a második esetből, de az új sebességmező a következő alakot öltse:

uµ(δ) = γ

(
1,

rxτ
δ−1
0

(t+ r)δ
,
ryτ

δ−1
0

(t+ r)δ
,
rzτ

δ−1
0

(t+ r)δ

)
, (64)

ahol δ legyen tetszőleges paraméter A skalárszorzat ezzel:

pµu
µ(δ) = γ

(
E − τ δ−1

0 cos(θ)
pr

(t+ r)δ

)
. (65)

A sebességmezőben megjelenő Lorentz-faktor:

γ =
1√

1− r2τ2δ−2
0

(t+r)2δ

r≫1−−−→ γ ∝ 1√
1− ϵr2−2δ

. (66)

(65) alapján a skalárszorzat viselkedése nagy r-re:

pµu
µ(δ) ∝ E − Cr1−δ

√
1− ϵr2−2δ

. (67)

Az első két esetben láttuk, hogy az exponenciális viselkedése döntő szerepű ezért érdemes két külön
esetet tárgyalni δ értékétől függően. Először δ < 1 esetén vizsgáljuk a forrásfüggvényt8:

S(r ≫ 1) ∝ exp

(
C̃

T0

)(
E − Cr1−δ

)
→ −∞, (68)

8Az újonnan bevezetett karakterek a határérték szempontjából nem releváns tagokat jelölik.
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azaz divergálna a forrásfüggvény, ezért ezt az esetet el kell vessük. Ha δ > 1:

S(r ≫ 1) ∝ exp

(
− E

T0

)(
E − Cr1−δ

)
→ E · exp

(
− E

T0

)
≡ const. (69)

Ha δ = 1 lenne, akkor ismét konstans határértékű forrásfüggvényre jutnánk. Az eredményeink azt
mutatják, hogy ez a módośıtás sem vezethet nekünk kedvező alakú forrásra.

4.2.4. Negyedik eset

Az eddigi módośıtások nem vezettek eredményre de az előző szakasz alapján látjuk, hogy ha ν(s) nem
konstanshoz tartana hanem lecsengene, akkor a forrásfüggvényünk alakja megfelelő lenne. A követ-
kező lépésként megpróbáltam a harmadik esetben bemutatott megoldást tovább alaḱıtani. Először
ν(s) = ln(s/s0) alakú eloszlás használatával próbáltam megoldani a problémát, viszont a kapott
forrásfüggvény nem integrálható és ezért el kellett vessem ezt az esetet. A következő ötlet magának a
skálaváltozónak a módośıtása volt:

s =
r2

(V τ)2
(70)

alakban. A konstans kifagyási feltétellel τ → τ0 csere történik, ekkor a ν(s) eloszlás hatványfüggvény
módjára lecseng és ezzel a forrásfüggvény is a ḱıvánt alakot ölti (12. ábra). A függvény aszimptotikus
viselkedése viszont erősen β-függő, ugyanis nagy r értékek esetén (δ = 2 mellett):

S(r ≫ 1) ∝ ν(s) = s−β ∝ r−2β . (71)

S integrálhatóságához viszont az origó körül sem nőhet túl gyorsan a függvény, ezért S alakjára a
következő egyszerű megszoŕıtást tettem:

S(r, p) =

S0, ha |r| < 0,1 fm,

Nn0ν(s)exp

(
− pµu

µ

T0

)
pµu

µ

γ , ha |r| ≥ 0,1 fm,
(72)

ahol S0 konstans. A kapott függvény lecsengésre megfelelő (12. ábra), viszont S-ben
”
manuálisan”

12. ábra. Forrásfüggvény β = 1,0 paraméterrel a negyedik esetben

kellett lefolytani a divergálást és az ismertetett négy módośıtással ez az eset már nem megoldás
hanem kifagyáskori parametrizáció. Ez az eset ugyan részben sikertelen, de ezen keresztül jutottam
el a következő fejezetben bemutatott megoldás felfedezéséig.
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4.3. Új megoldás

A korábban látott sikertelen módośıtások után ebben a fejezetben rátérek az általam felfedezett új
hidrodinamikai megoldás ismertetésére.

A megoldásomban ismét definiálom a skálaváltozót:

s =
r2x + ϵ20τ

2

Ẋ2τ2
+

r2y + ϵ20τ
2

Ẏ 2τ2
+

r2z + ϵ20τ
2

Ż2τ2
(73)

alakban, ahol ϵ = ϵ0τ -t regularizációs tényezőnek nevezem. A bevezetett skálaváltozónak a tetszőleges
eloszlását válasszuk következőképpen:

ν(s) =
(s0
s

)β

, (74)

ahol β továbbra is a lecsengés erősségét szabályozó paraméter. A többi mennyiségben a 2.2. szakaszban
ismertett egzakt megoldást követjük, azaz a sebességmező:

uµ =
xµ

τ
, (75)

a termodinamikai mennyiségek pedig:

n(x) = n0

(
τ0
τ

)3

ν(s), (76)

T (x) = T0

(
τ0
τ

)3/κ
1

ν(s)
, (77)

p(x) = p0

(
τ0
τ

)3(κ+1)/κ

. (78)

Az egyenletek konstansaira teljesül, hogy n0 = n|s=0,τ=τ0 , T0 = T |s=0,τ=τ0 , p0 = p|s=0,τ=τ0 és p0 =
n0T0. A korábbiakkal összhangban ismét konstans sajátidejű kifagyási feltételt szabok ki, azaz τ → τ0.
A szabad paraméterek értékét a ebben az esetben is az 1. táblázatnak megfelelően választom meg,
kivéve ahol ezt nem hangsúlyozom.

A most megadott függvények valóban megoldják a hidrodinamika egyenleteit, ahogyan ezt az A.
függelékben ismertetem, de fontos kérdés, hogy hogyan néznek ki a belőlük származtatott eloszlások. A
forrásfüggvény (57)-ben megadott defińıcióját alkalmazva belátható, hogy az valóban hatványszerűen
cseng le, ehhez először izotróp sebességmező mellett (V = Ẋ = Ẏ = Ż) fejtsük ki a skálaváltozó-
eloszlást s0 = 1 mellett:

ν(s) =

(
r2 + 3ϵ2

V 2τ20

)−β

∝ r−2β , ha r ≫ 1. (79)

A forrásfüggvény ı́gy r ≫ 1 és β > 1
2 esetén:

S(r) ∝ C1ν(s) exp (−C2rν(s)) = C1r
−2β exp

(
−C2r

−2β+1
)
∝ C1r

−2β , (80)

ahol C1 és C2 konstansokat jelölnek. Helyes β megválasztásával tehát az exponenciális 1-hez konvergál
és egy tiszta hatványszerű csökkenés marad hátra.

Érdemes szótejteni a termodinamikai függvények viselkedéséről is, hiszen (77) alapján a hőmérséklet
divergál. Ez a megoldásosztály sajátosságát tükrözi, ugyanis az eredeti verzióban a számsűrűség ha-
sonló viselkedése figyelhető meg. A probléma feloldását a forrásfüggvény adja meg hiszen az véges
távolságon belül lecseng, azaz végtelen távol nem történik részecskekeltés ahol akár n(x) vagy T (x)
divergálhatna.
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4.3.1. Eloszlások számı́tása: a forrásfüggvény

Sikerült olyan forrásfüggvényt előálĺıtani, mely hatványszerűen cseng le de fontos megvizsgálni a
megoldás ϵ, τ0, V és β paramétereinek szerepét. A β paraméter a lecsengés erősségéért felel ezért
nem várjuk, hogy S alakját jelentősen tudná befolyásolni, főleg az origó közelében, emiatt β = 3,0-
at választok a függvényvizsgálathoz. A 13. ábra szemlélteti, hogy ϵ és V paraméterek az origó
körüli függvénymenetet már jelentősen képesek befolyásolni ugyanis a bal oldali ábrán látszik, hogy a
függvény értéke közel zérus x = 0 körül. A viselkedés onnan következik, hogy az exponenciálisban a
két paraméter arányától függően r ≈ 0 környékén vagy egy nagy negat́ıv vagy egy kis szám szerepel,
melynek az exponenciálisa az aránytól függően közel 0 vagy 1.

13. ábra. A forrásfüggvény érzékeny ϵ és V paraméterek értékeire.

Lényegében a paramétereket lassan változtatva az egy maximummal rendelkező függvény két
csúccsá

”
folyik” szét, ezt a szélsőértékmozgást pedig a Mathematica nevű program seǵıtségével ki

is tudtam számolni. Az anaĺızist S x-irányú szeletére végeztem ugyanis az nem rendelkezik erős
iránymenti anizotrópiával. Különböző rögźıtett ϵ-ok és szabad V paraméterek mellett megoldottam a
∂xS(x) = 0 egyenletet és ábrázoltam a szélsőértékek poźıcióját, majd egyenesillesztéssel kaptam azt az
ϵ−V arányt ami alatt még éppen egy csúccsal b́ır a forrásfüggvény. A 14. ábra bal oldala mutatja az
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14. ábra. Az egyik szélsőérték-számolás ϵ = 1,0 mellett és az illesztés az összes ilyen számolásra.

egyik ilyen számolást ahol jól látszik, hogy ϵ = 1,0 mellett V ≈ 0,8 maximális értéket választhatunk,
hogy S egy csúccsal rendelkezzen. Az összes ilyen Vmax pontra vett illesztést mutatja a jobb oldali
ábra, jól látszik a lineáris kapcsolat a paraméterek között. Mivel a forrásfüggvény a részecskekeltés
sűrűségfüggvénye ezért az eredményt a következőképpen kell értelmezzük:

A részecskekeltő forrás:

{
”
tűzgyűrű” , ha V > 0,0892ϵ+ 0,002,

”
tűzgömb” , ha V < 0,0892ϵ+ 0,002.
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A további számolásokban mindkét esetet figyelembe fogom venni hiszen a megoldás fizikai helyességét
a megfigyelhető eloszlások (mint D(r) és N1(pt)) alakja határozzák meg. Érdemes megjegyezni, hogy
a tűzgyűrű esetéről (amikor középen nincsen részecskekeltés) a [23] publikációban olvashatunk.

A maradék paraméter, τ0 hatása minimális volt a függvény viselkedésére nézve ezért a számolások
során azt a korábbi konstans értéknek választottam.

4.3.2. Eloszlások számı́tása: a spektrum

A szögfüggetlen transzverzimpulzus-eloszlás (N1(pt)) meghatározása seǵıtségével eldönthetjük, hogy
a megoldásunk képes-e valódi, ḱısérletileg megfigyelt értékeket visszaadni. A spektrum exponenciális
csökkenést kell mutasson illetve annak inverz exponenciális meredeksége, a korábban ismertetett ef-
fekt́ıv hőmérséklet (Teff), a ∼ 0,2 GeV értéket kell felvegye. A vizsgálat lényege tehát ellenőrizni, hogy
léteznek-e olyan paraméterek (főleg ϵ és V ) amivel helyes spektrum kapható.

A vizsgálat első lépéseként ϵ ∈[0,1;100] és V ∈[0,1;100] intervallumokból több mint 1000 darab
(ϵ, V ) párt vettem és ezekre mind kiszámoltam a spektrumot. Ezután ezekre illesztve meghatároztam
Teff értékét és a 15. ábrán látható eredményre jutottam. A számolás tanulsága egyértelmű, egyetlen

15. ábra. Az egyik megillesztett spektrum és az azok alapján készült
”
rács” egy kisebb és nagyobb

tartományon. A legkisebb Teff értékek is 0,5 GeV tartományába esnek, azaz túl nagyok.

paraméterpárra sem tudtam Teff ≈ 0,5 GeV érték alá menni. A következő lépésként megnéztem,
hogy a megfelelő alakú spektrumokhoz milyen forrásfüggvény tartozik, ugyanis az extrém ϵ vagy V
paraméterekre gyakran nem megfelelő alakú S tartozott (pl. szinte zérus- vagy extrém értékek és
oszcilláló függvénymenet). Az utóbbi szelektálást elvégezve már csak pár paraméterpár maradt, azaz
ezekkel kellett megvizsgáljam a páreloszlás (D(r)) alakját.
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4.3.3. Eloszlások számı́tása: a páreloszlás

A páreloszlást az előzőekben kiválasztott paraméterekre kiszámoltam majd ráillesztettem a szögátlagolt
Lévy-eloszlást (L(α,R, r)), a 16. ábrán az egyik ilyen illesztés látható. Az ábrán látható sugár R=148

16. ábra. Az egyik páreloszlás és az arra illesztett Lévy-eloszlás

fm értéke jelentősen eltér a számos mérésben megfigyelt R ∼ 1−10 fm tipikus értéktől ([24, 25, 26, 27]).
Természetesen mindegyik kiválasztott paraméter mellett kiszámoltam a páreloszlást, viszont a sugár
tipikus értéke a 100 fm nagyságrendbe esett, azaz nagyságrendi eltérést mutat a valós adatokhoz
képest. Ez azt jelenti, hogy a megoldással túlbecsüljük a valóban előforduló részecskekeltő források
méretét. A lehetőségeim ı́gy elfogytak, hogy a megoldásomnak minden szükségletet kieléǵıtő pa-
ramétereket találjak.

4.3.4. Az eredmények értelmezése

A 4.3. szakaszban bemutattam a saját hidrodinamikai megoldásomat melyről beláttam, hogy nem
képes az összes ḱısérletileg megfigyelt eloszlást helyesen megadni. Az eredményemet mégsem tekintem
értéktelennek hiszen egyrészt megmutattam, hogy a relativisztikus hidrodinamika egyenletei rendel-
keznek olyan megoldással mely hatványszerűen csökkenő forrásfüggvényt és Lévy-eloszlást követő
páreloszlást ad. Szintén érdekes, hogy a paraméterek értékétől függően a forrás képes egy tűzgyűrű
vagy tűzgömb alakját felvenni.

A jövőben hasznos továbblépés lehet más ν(s) skálaváltozó-eloszlás vizsgálata, ugyanis ha ezt
L(α = β,R = s0, r = s) Lévy-eloszlásnak választanánk akkor nem lenne szükség a most beveze-
tett ϵ változóra. Egyet visszalépve, akár egy teljesen másik ismert hidrodinamikai megoldás hasonló
módośıtásával is megpróbálkozhatunk. Az emĺıtettek a jövőbeli kutatás fontos részét képezhetik egy
eloszlásaiban is helyes megoldás felfedezésében.

5. Szimulált adatok elemzése egy mikroszkopikus modellből

Ennek a fejezetnek a célja, hogy motivációt mutassak a hatványszerű forrásokat adó hidrodinamikai
vizsgálatokra. Szeretném bemutatni, hogy a modern szimulációk is képesek a hagyományos Gauss-
eloszlásoktól különböző eredményeket visszadani mégha ezt nyitott kérdések is övezik.

A nehézionfizikában több mikroszkopikus modellt is alkottak melyek célja az atommagütközések
szimulálása. A szimulált ütközésekből generált adatsorokból kiszámolthatjuk a megfigyelhető mennyiségeket
és ezeket össze tudjuk vetni a valódi ḱısérletekben mért eloszlásokkal, ı́gy tudjuk ellenőrizni az adott
modell helyességét. Először az eloszlások kiszámolásának módszerét ismertetem, majd utána ezeket
egy szimulált adatsoron mutatom be.
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17. ábra. Pillanatkép a MADAI projekt animációjából. A szimuláció nukleononkénti 200 GeV
tömegközépponti energiájú arany-arany ütközést mutat be. A képen látható állapotban már
megtörtént a hadronizáció, a részecskék szétrepülnek az ütközési pontból, közben egymással is
kölcsönhatnak.

5.1. Páreloszlás kiszámı́tása a szimulált adatokból

A szimulált adatok olyan fizikai paramétereket tartalmaznak, mint a részecskék t́ıpusa, impulzusa
és tömege. A szimulált eseményekből szeretnénk meghatározni a részecskék páreloszlását, ugyanis
ez megadja a részecskekeltő közeg méretét. Az adatsor részecskéiből rendezett párokat alkotunk
és mindegyik pár esetében kiszámoljuk az egymástól vett távolságukat. Ezekből a távolságokból
hisztogramot késźıtünk amit normálunk és ı́gy kapjuk a páreloszlást.

A részecskepár tagjait i és j indexszel jelöljük. Ekkor vezessük be az impulzusok átlagát:

K0 =
1

2
(Ei + Ej), (81)

Kx =
1

2
(pxi + pxj), (82)

Ky =
1

2
(pyi + pyj), (83)

Kz =
1

2
(pzi + pzj). (84)

Legyen a téridő-négyesvektorok komponenseinek különbsége:

rt = ti − tj , (85)

rx = rxi − rxj , (86)

ry = ryi − ryj , (87)

rz = rzi − rzj . (88)

Vezessük be a pár átlagimpulzusának transzverz komponensét:

KT =
√

K2
x +K2

y . (89)

A vizsgálat során célszerű áttérni az ún. Bertsch-Pratt-koordinátákra (innentől BP). Jelölje a hely-
vektort ρ⃗, akkor a BP rendszerben:

ρ⃗BP = (ρout, ρside, ρlong), (90)
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ahol ρlong a nyalábirányba, ρout a (Kx,Ky, 0) átlagos transzverz impulzus irányába és ρside az előbbi
kettőre merőlegesen mutat. Célszerű még egy áttérést tenni a longitudinálisan együttmozgó (LCMS)
rendszerbe ahol az átlagos impulzus a nyalábirányra merőleges, azaz |K| = KT .

A ρ⃗ komponenseit a BP+LCMS rendszerben a következőképpen ı́rhatjuk fel [21]:

ρout = rx cos(ϕ) + ry sin(ϕ)−
KT (K0rt −Kzrz)

K2
0 −K2

z

, (91)

ρside = −rx sin(ϕ) + ry cos(ϕ), (92)

ρlong =
K0rz −Kzrt√

K2
0 −K2

z

, (93)

ahol a cos(ϕ) = Kx/KT és sin(ϕ) = Ky/KT változókat vezetünk be. Az adott részecskepárra ezt a
három komponenst kell kiszámoljuk ugyanis a hisztogramba a vektor hossza kerül, azaz

ρ =
√
ρ2out + ρ2side + ρ2long. (94)

A részecskefizikában használatos fontos mennyiség a nyalábirány és a részecske pályájának szögével
(θ) arányos pszeudorapiditás:

η = − ln

[
tan

(
θ

2

)]
. (95)

A térbeli impulzusvektor seǵıtségével egy z irányú nyalábra a pszeudorapiditás

η =
1

2
ln

(
p+ pz
p− pz

)
(96)

alakú, de ultrarelativisztikus részecskék esetén E ≈ p és ezért η ≈ y jó közeĺıtés (azaz a rapiditást
használhatjuk).

5.2. Páreloszlás meghatározása pionokra

A szimulált adatokat egy ROOT kiterjesztésű fájlból olvastam be és C++-ban számoltam ki belőlük a
hisztogramot. A ROOT kiterjesztést a CERN-ben dolgozták ki és a részecskefizikában elengedhetetlen
eszköz nagy mennyiségű adat hatékony kielemzéséhez. A szimuláció adatai az EPOS modell alapján
készültek és az ütközések hidrodinamikai fázisát veszi figyelembe.

Egy ütközés során rengeteg t́ıpusú és paraméterű részecske érkezik a detektorokba, ezért szükséges
megszoŕıtásokat (angolul

”
particle cut”-okat) tennünk. A hisztogram elkésźıtéséhez a követekező cut-

okat használtam:

• a részecskepárok töltött pionok legyenek (π−π−, π+π+),

• a részecskék transzverz impulzusa 0,15 GeV < pt < 1,0 GeV tartományba essen,

• a pszeudorapiditás |η| > 1,0 legyen,

• az átlagos transzverz impulzus 0,25 GeV < Kt < 0,30 GeV tartományba essen.

A 18. ábrán látható a kapott páreloszlás és az arra illesztett Lévy-eloszlás α ≈ 1,5 paraméterrel. Ezek
szerint hidrodinamikai szimulációból is eredhet hatványszerűen lecsengő páreloszlás, ami összhangban
van a 4. fejezetben végzett vizsgálatommal.

Fontos megemĺıteni, hogy nem teljesen tisztázott, hogy a hidrodinamikain túl a hadronikus fázis
mennyire van jelen az eredményekben. A jövőben ezért célszerű lehet egy szofisztikáltabb anaĺızist
is végrehajtani a vHLLE modell [28] seǵıtségével, mely egy 3+1 dimenziós súrlódó hidrodinamikai
szimulációt tesz lehetővé.
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18. ábra. A kapott hisztogram és az arra illesztett Lévy-eloszlás

A mesterséges intelligencia használata a dolgozatomban

A dolgozatomban bemutatott munkához két helyen használtam a ChatGPT ingyenesen elérhető MI
modelljét, ahogy a dolgozathoz csatolt nyilatkozatban is olvasható. Az első alkalmazás az integrálok
elvégzéséhez, adatkíıráshoz és ábrázoláshoz meǵırt C++ programom ellenőrzése volt, a második pedig
a (A.3) függelékben látható bizonýıtás.

6. Összefoglalás

A dolgozatomban megḱıséreltem a relativisztikus hidrodinamika egyik egzakt megoldásának olyan
módośıtását, hogy a ḱısérletekkel egyező alakú megfigyelhető eloszlásokat kapjak belőle. Először a
sikertelen próbálkozásokat mutattam be, ismertetve azokat a gondolati lépéseket melyeken keresztül
sikerült eljutni egy helyes megoldásig. A tényleges új megoldás, amellyel hatványszerűen lecsengő
páreloszlásra jutunk, két módośıtást tartalmazott az eredetihez képest: az új skálaváltozót és annak
az eloszlását. Ezekkel két új paraméter is megjelent, az egyik a regularizációs tényező (ϵ), a másik
a lecsengés erősségét szabályozó β volt. A megoldásom az előbbire, illetve a sebesség nagyságára
igen érzékenyen viselkedett ezért részletes vizsgálatot ind́ıtottam a paramétertéren. Az eredményeim
alapján arra a következtetésre jutottam, hogy egyszerre az összes eloszlásban nem fizikai a meg-
oldásom, de az mégsem haszontalan. Egyrészt bemutattam, hogy lehetséges ilyen megoldást találni,
illetve a sajátossága, hogy képes kétféle alakú forrást visszaadni (tűzgömb és tűzgyűrű).

A másik fontos számolásom egy ütközés szimulációjából adódó páreloszlás meghatározása volt.
Először ismertettem a szimulált adatsorok feldolgozásának módszertanát, majd példának egy EPOS
szimulációt vettem. A szimulált adatok (nagyrészt) a hidrodinamikai fázist vették figyelembe az atom-
magütközések során, de a kapott páreloszlás ı́gy is Lévy-jellegű volt. Ez azt jelentette, hogy a nume-
rikus hidrodinamikai szimulációkon keresztül is eljuthatunk a modellemhez hasonló eredményekhez.

A munkám során tehát sikerült megmutatnom, hogy mind egy egzakt hidrodinamikai megoldáson,
mind egy hidrodinamikai szimuláción keresztül képesek vagyunk létrehozni Lévy-eloszlást követő
forrásokat. Úgy gondolom, hogy az általam mutatott eljárás valóban ı́géretes módja lehet az elmélet
és a mérés közti ellentmondás feloldásának.

Végezetül szeretnék köszönetet mondani Csanád Máténak, akinek a témavezetése lehetővé tette a
szakdolgozatom létrejöttét. Szintén hálával tartozom a Femtoszkópia Kutatócsoport többi tagjának
a hasznos megjegyzésekért, melyek a munkámat gyakran a helyes irányba terelték.
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A. Függelék: megoldás ellenőrzése

A függelékben a saját, 4.3. szakaszban bemutatott megoldásomra bebizonýıtom, hogy valóban meg-
oldja a relativisztikus hidrodinamika egyenleteit.

Megoldandó egyenletek

Energia-impulzus tenzor (Tµν) megmaradása:

(ϵ+ p)∂µu
µ + uµ∂µϵ = 0, (97)

(ϵ+ p)uν∂νu
µ + (uµuν − gµν)∂νp = 0. (98)

Kontinuitás:
∂µ(nu

µ) = 0. (99)

Állapotegyenlet:
ϵ = κp, (100)

ahol ϵ az energiasűrűséget jelöli.

Saját megoldás függvényei

A megoldásom releváns függvényei:

uµ = xµ/τ, (101)

s =
r2x + ϵ20τ

2

Ẋ2τ2
+

r2y + ϵ20τ
2

Ẏ 2τ2
+

r2z + ϵ20τ
2

Ż2τ2
, (102)

ν(s) =

(
s0
s

)β

, (103)

n(x) = n0

(
τ0
τ

)d

ν(s), T (x) = T0

(
τ0
τ

)d/κ
1

ν(s)
, p(x) = p0

(
τ0
τ

)d(κ+1)/κ

. (104)

A.1. (97) teljesülésének ellenőrzése

Először a deriváltak:

∂µu
µ = ∂µ

(
xµ

τ

)
=

(d+ 1)τ − 1
τ x

µxµ

τ2
=

d

τ
, (105)

∂µϵ = κ∂µ(p) = κp0∂µ

(
τ0
τ

)d(κ+1)/κ

= −p0
d(κ+ 1)

τ2

(
τ0
τ

)d(κ+1)/κ

xµ. (106)

Béırva:

(ϵ+ p)∂µu
µ + uµ∂µϵ = (κ+ 1)p

d

τ
− p0

d(κ+ 1)

τ

(
τ0
τ

)d(κ+1)/κ

= (κ+ 1)p
d

τ
− (κ+ 1)p

d

τ
= 0. □

(107)

A.2. (98) teljesülésésének ellenőrzése

Megint a deriváltak:

∂νu
µ =

1

τ2

(
δµντ − xµxν

τ

)
=

δµν
τ

− uµuν

τ
, (108)

∂νp =
1

κ
∂νϵ. (109)
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Az első tag:

(ϵ+ p)uν∂νu
µ = (κ+ 1)puν

(δµν
τ

− uµuν

τ

)
= (κ+ 1)p

(uµ

τ
− uµ

τ

)
= 0. (110)

A második tag:

(uµuν − gµν)∂νp = −uµuν d(κ+ 1)

κτ2
pxν +

d(κ+ 1)

κτ2
pxµ =

d(κ+ 1)

κτ
puµ − d(κ+ 1)

κτ
puµ = 0. (111)

Ezért (98) valóban teljesül. □

A.3. (99) teljesülésének ellenőrzése

Kifejtve:
∂µ(nu

µ) = n∂µu
µ + uµ∂µn. (112)

Kell még:

∂µn = n0τ
d
0

(
∂µ(τ

−d)ν(s) + τ−d dν(s)

ds
∂µ(s)

)
. (113)

Így:

uµ∂µn = nuµ
(
− d

xµ

τ2
− β

s
∂µs

)
= −n

d

τ
− n

β

s
uµ∂µs. (114)

Összéırva:

∂µ(nu
µ) = n

d

τ
− n

d

τ
− n

β

s
uµ∂µs = −n

β

s

ds

dτ
, (115)

ahol kihasználtuk, hogy uµ∂µ → d/dτ . A deriváltat külön kifejtve:

ds

dτ
=

∑
i

1

Ẋ2
i

d

dτ

(
1

τ2
(
r2i + ϵ20τ

2
))

=
∑
i

1

Ẋ2
i

(
− 2

τ3
(
r2i + ϵ20τ

2
)
+

1

τ2

(
2
r2i
τ

+ 2ϵ20τ

))
= 0, (116)

ahol kihasználtuk, hogy ri ∼ τ □.
Ezzel sikerült belátnunk az energia-impulzus tenzor megmaradását és a kontinuitási egyenletet is,

azaz valóban megoldást találtunk.
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