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Absztrakt

A dolgozat a paros Osszehasonlitasi matrixok (PCM-ek) konzisztens kozelitését vizsgalja az
Analytic Hierarchy Process (AHP) keretében, kiilonos tekintettel az inkonzisztens és hia-
nyos adatokbol torténd stabil sulyvektor-becslésre. Egy integralt keretrendszert mutatunk
be, amely két komplementer numerikus eljarast egyesit. Kis és kozepes méreti matrixok-
nal (n < 10) gradiens—projekcios fixpontiteraciot alkalmazunk a Frobenius-hiba minima-
lizalasara, simplex-projekcioval és Armijo-szabaly szerinti adaptiv lépéshosszal. Hidnyos
PCM-eknél a megoldhatosagot és egyediséget a kapcsolodo Osszehasonlito graf osszefiiggs-
ségéhez kotjiik, és az optimalizaciot a reciprok kiegészitéssel definialt megfigyelési halmazon
végezziik.

Nagy PCM-ek (n > 10) esetén grafon-alapti megkozelitést vezetiink be: a PCM-et stirt
silyozott grafként értelmezziik, spektralis klaszterezéssel blokkos strukturat detektalunk,
majd geometriai kozép alapt iterativ finomitassal konzisztens kozelitést allitunk els. Egy
szintetikus tesztben (50 x 50, 0 = 0.2) a grafon modszer a vizsgalt példaban alacsonyabb
log-térbeli Frobenius-hibat adott, mint az EM és ANM, mikézben a konstrualt kozelits
méatrixra a konzisztenciaarany gyakorlatilag zérus, azaz a kapott W numerikusan konzisz-
tens. Valos példaként WTA tenisz adatokon stabil rangsort kapunk, j6 egyezéssel klasszikus
eljarasokhoz.

A dolgozat témajahoz kapcsolodoan két tudoményos cikk jelent meg, illetve keriilt el-
fogadasra. Az Integrated Dynamic Projection and Graphon-Based Framework for Robust
Pairwise Comparison in Analytic Hierarchy Process cimi cikk a Knowledge-Based Systems
folyoiratban jelent meg 10.1016/j.knosys.2025.114829 DOIl-azonositoval; ez {6ként a
dinamikus projekcios és grafon-alapi keretrendszerhez kapcsolodik. A Gradient-Projection
Fized-Point Iteration for Consistent Approzimation of Pairwise Comparison Matrices in
the Analytic Hierarchy Process cimi tanulmény az International Journal of General Sys-
tems folyoiratban keriilt elfogadasra 10.1080/03081079.2026.2669180 DOl-azonositoval;

ez a gradiens—projekcids fixpontiteracié elméleti és numerikus alapjait targyalja.



1. Bevezetés

A természetben gyakran taldlkozunk olyan rendszerekkel, amelyekben paronként mérhets
vagy megfigyelhets preferencidk, kdlcsonhatésok vagy Osszehasonlitasok alkotnak komplex
halézatot. Ilyen rendszerek modellezésénél kézponti kérdés, hogyan lehet az inkonzisztens,
zajos vagy hidanyos adatokbol stabil, megbizhat6 globalis rendezést vagy silyozast nyerni.
Az ilyen probléméak széles korben megjelennek dontéstamogatasban, rangsorolasban, ha-
lozatelemzésben, s6t analog matematikai strukturak fellelhet6k fizikai rendszerek, példaul
rugohalok, potencidlterek lefrasaban is, ahol a cél szintén egy konzisztens allapot megta-
lalasa inkonzisztens kezdeti feltételekbdl indulva. A dolgozat célja egy olyan matematikai
keretrendszer kidolgozasa, ami megfelelGen kezeli ezen kihivésokat kis és nagy méretii rend-
szerekben egyarant.

A péros osszehasonlitasi matrixok a tobbkritériumos dontéshozatal alapvets eszkozei,
amelyek lehetévé teszik a dontési alternativak és kritériumok relativ fontossagdnak szam-
szerlsitését. Az Analytic Hierarchy Process (AHP) keretében, amelyet Saaty dolgozott ki
[1], ezek a méatrixok kdzponti szerepet toltenek be a komplex dontési problémak struktura-
lasaban és megoldésaban. A gyakorlati alkalmazésok soran azonban gyakran talalkozunk
inkonzisztens adatok probléméjaval, mely jelentGsen befolyasolhatja a dontéshozatal meg-
bizhatosagat. Az ilyen matrixok konzisztens kozelitése ezért kulcsfontossagu feladat, amely
kozvetleniil hozzajarul a dontéstamogato rendszerek hatékonysagahoz.

A konzisztens kozelités problémaéaja régota jelen van a szakirodalomban, és szamos nu-
merikus modszer sziiletett a megoldasara. Saaty és Vargas Osszehasonlitotta a sajatérték-
alapi, a logaritmikus legkisebb négyzetek és a hagyoméanyos legkisebb négyzetek modszereit
[2], ramutatva arra is, hogy a véalasztott norma alapveten befolyasolja az eredmény pontos-
sagat. A Frobenius-norma alkalmazasa, melyet Choo és Wedley javasolt, bevett valasztas
az AHP-ok esetében [3]. Magyar kutato(k) is szamos eredménnyel jarultak hozzé a teriilet
fejlédéséhez: Anholcer és tarsai. egyszeriisitett legkisebb négyzetek szerinti megoldast ja-
vasolt [4], Bozoki kisebb méretii matrixok optiméalis megoldésait vizsgéalta |5, 6], mig Fiilop
a konzisztens matrixok kozelitésével foglalkozott |7]. A projekcios megkozelitések terén
Barzilai és Fedrizzi, Brunelli és Caprila alapoztiak meg a vektortér-alapt modszereket [8,
9.

Jelen dolgozat egy integralt keretrendszert mutat be, amely két komplementer nume-
rikus modszert 6tvoz a konzisztens kozelités problémajanak megoldasara. Kis és kozepes
méreti matrixok (n < 10) esetében egy fixpontiteracios modszert alkalmazunk, amely
Lagrange-multiplikdtorokra és a Brouwer-féle fixponttételre épiil, gyors konvergenciat és
numerikus stabilitast biztositva. Ez a modszer inkonzisztens matrixok esetén a Saaty-féle
sajatvektor-modszerrel azonos sulyvektorra vezet. Nagy méretd matrixok (n > 10) keze-
lésére egy grafon-alapt megkozelitést vezetiink be, amely a paros 6sszehasonlitasi matrixo-
kat strd sulyozott grafokként modellezi, és spektralis klaszterezéssel kozeliti a konzisztens
matrixot. A grafon modszer kifejezetten olyan alkalmazésokra alkalmas, mint a halozati

rangsorolas [10] vagy kozosségi kozlekedés tervezése [11], ahol nagy PCM-ek automatizalt



adataggregaciobol szarmaznak.

A dolgozat célja, hogy bemutassa a javasolt keretrendszer elméleti alapjait, gyakorlati
alkalmazhatosagat és eredményességét. A munka soran linearis algebrai eszkozokkel 1jbol
igazoljuk Saaty eredményét a konzisztens péaros Osszehasonlitasi matrixok sajatértékeire
vonatkozoan [1, 12|, majd részletesen kidolgozzuk mind a fixpontiteracios, mind a grafon-
alapu eljarast. A grafon modszer spektralis klaszterezést és iterativ finomitast alkalmaz
nagy PCM-ek hatékony kezelésére, kihasznalva a grathatar elméletet [13, 14].

A dolgozat ujdonsaga, egy kapcsolddasi, silyozott kitoltési stratégia hianyos matrixok
kezelésére, amely akar |(3)/2] hidnyt is kezel Gsszefiiggs Osszehasonlito graf esetén. A
modszerek tesztelésére valos WTA tenisz adatokat (28x28 hianyos PCM), nagy szinte-
tikus matrixokat (akar 100x100), és szimulaciokat valtozo hidnyaranyokkal (0%—-60%) is
hasznalunk. Az eredmények azt mutatjak, hogy a dinamikus projekciés modszer kis matri-
xoknal megegyezik vagy feliilmilja a bevett modszereket robusztussagban és koherencidban
versenyképes hatékonysaggal, mig a grafon modszer jo skdlazhatosagot és konzisztenciat
biztosit nagy méatrixok esetén.

A bemutatott modszer hozzajarul a dontéstamogato rendszerek teriiletéhez, kiilondsen
az inkonzisztens és hidnyos paros Osszehasonlitasi matrixok kozelitésének teriiletén. A
bemutatott integréalt keretrendszer nemcsak az AHP keretében, hanem mas matrixalapi
dontéshozatali modellekben is hasznosithaté lehet. A modszerek komplementer jellege, a
dinamikus projekcié adaptalhatosaga kis matrixoknal és a grafon modszer skaldzhatosaga
nagy maétrixoknal, egy lehetséges keretrendszert ad a modern dontéshozatali problémék
széles spektrumara. A kapott matematikai keretrendszer fizikai analogidkon keresztiil ér-
telmezhetd.

Egy gyakorlati dontési helyzet PCM-re val6 leképezése harom lépésben torténik:

e Kritériumok rogzitése. Legyenek az alternativak zi,...,xz, (pl. beszallitok), és a
kritériumok ¢y, ..., ¢, (pl. koltség, mindség, szallitas, meghizhatosag).

e Paros Osszehasonlitasok elSallitasa. Minden kritériumra egy n x n PCM-et képe-
zlink: Ag?) > () jelenti, hogy x; mennyivel preferdltabb z;-nél ¢ szerint. A reciprocitas
A% =1/40.

e Aggregacio és sulyok. A kritériumok stlyait p, > 0 (6sszegiik 1) egy kiilon m x m
kritérium-PCM-bél szamitjuk. A végsé PCM az AHP standard multiplikativ aggre-

gaciojaval:
T (A
A =TT (4™
k=1

Ekkor a dolgozat modszerei az A-hoz keresnek olyan w silyvektort, hogy W;; = w; /w;
a lehetd legjobban kozelitse A-t (teljes vagy hidnyos esetben). A kimenet w a relativ

fontossag.



2. Célkittizés

A dolgozat célja egy integralt keretrendszer kidolgozasa a paros Gsszehasonlitasi métrixok
(PCM-ek) konzisztens kozelitésére az Analytic Hierarchy Process (AHP) keretében, kiilonos
tekintettel az inkonzisztens és hidnyos matrixok kezelésére. A kutatas két komplementer
numerikus modszert 6tvoz: kis és kozepes méretii matrixok (n < 10 ) esetén gradienspro-
jekcios fixpont-iteraciot, nagy méret matrixok (n > 10) esetén pedig grafon-alapu eljarast
alkalmazva. A konkrét célkittizések kozott szerepel a fixpontiteraciés modszer bevezetése
Lagrange-multiplikitorokra és Brouwer-féle fixponttételre épitve, Frobenius-norma szerin-
ti miniméalis kozelités elérése numerikus stabilitas mellett. Tovabba dinamikus projekcios
keretrendszer fejlesztése ortonormélis bazissal, stilyozott projekcidval és SVD-alapt inkon-
zisztenciamérGvel, hidnyos métrixok kezelésére kapcsolodasi silyozott kitoltéssel. Nagy
PCM-eknél grafon-modellezés spektralis klaszterezéssel és iterativ finomitassal a skalaz-
hatésidg novelésére. A modszerek elméleti igazolasa konvergencia-bizonyitéasokkal és hiba-
korlatokkal, numerikus validacié példakkal, szimulaciokkal és valos adatokkal (pl. WTA
tenisz rangsor). A kutatds hozzajarul az AHP modszertan fejlédéséhez, kiilonosen az
inkonzisztens és hidnyos adatok kezelésében, atfogd megoldast kinalva dontéshozatali prob-
lémakra elméleti és gyakorlati szinten. Végiil a matematikai mddszer fizikai numerikus

szimulaciok soran valo hasznalhatosagaval foglalkozunk.



3. Gradiensprojekcios fixpont-iteraci6 AHP silyvektorokhoz

A kovetkezd szakaszban gradiensprojekcios fixpont-iteracios modszert javaslunk a péros
Osszehasonlitd matrixok konzisztens kozelitésének problémaéajara az AHP esetén. A megko-
zelités az inkonzisztens preferencidk kihivasait kezeli a Frobenius-norma minimalizalasaval,
biztositva a numerikus stabilitast és robusztussagot a Brouwer-fixpont tétel és a Lagrange-

modszer integracidjaval.

3.1. Probléma megfogalmazasa

Legyen A € R™™ egy péaros Osszehasonlité matrix pozitiv elemekkel (a;; > 0), kielégit-
ve a reciprocitas feltételét: a;;a; = 1 minden ¢,5 = 1,...,n-re. A matrix konzisztens,
ha a;;a;; = ay minden 1, j, k-ra, de gyakorlatban gyakran inkonzisztencidk keletkeznek
szubjektiv preferencidk miatt. Célunk A kozelitése egy konzisztens métrixszal W € R™*"
definidlva egy silyvektorral w = (wq,ws,...,w,)", ahol w; > 0, és W;; = w;/w;. Az

optimalizalasi probléma:

min ||[A — W||% hogy Zwi =1, w; >0V, (1)
i=1
ahol || - [|r a Frobenius-normat jel6li, mint
n n W; 2
A=Wz =303 (4 - 2)
i=1 j=1 J

A Frobenius-normét a konzisztenciasértések mérészamaként valasztottuk, osszhangban az
AHP céljaval: a preferencidk minél pontosabb leképezésével |3, 15].
Elméleti also hatar megtalalasahoz hasznaljuk a célfiiggvény also hatarat az (1) szerint.
Legyen Ap > 0 az A dominans sajatértéke, és Ay = n a konzisztens matrix W dominans
sajatértéke, ahogy Saaty megmutatta [1, 12]. Legyen v > 0 és u > 0 az A és W bal és

jobb dominans sajatvektorai, normalizalva, hogy ||v|]2 = |lulls = 1.

3.1. Tétel. Tegyiik fel A\a = |Aa —n| > 0. Akkor
|A = W|r > Aaviu>0.

Megjegyzés. Egy konzisztens matrix W-re, ahol W;; = w;/w; és Y "' ,w; = 1, van Ww =

nw, igy Aw = n és a Perron-jobb sajatvektora aranyos w-vel. Valoban,

Kovetkezmény. Ha \a # n, akkor miny, [|[A — W[ > 0, jelezve, hogy nincs silyvektor

w, amely tokéletes konzisztencidt ér el eqy inkonzisztens mdtrixndl.



3.2. Gradiensprojekcios fixpont-iteracio

Az (1) megoldasahoz definialjuk a célfiiggvényt

2
-2 (-2
=1 j=1
agy, hogy w € S ={w e R" | >_"  w; =1, w; > 0}. Itt S a nyitott szimplex; ez nem
kompakt, ezért a fixpont-létezés bizonyitaséhoz egy rogzitett ¢ € (0,1/n) paraméterrel a

csonkolt (kompakt és konvex) részhalmazt hasznaljuk:

=1

ng{WER”

S: minden pontja (0, 00)"-ben van, ezért f és V f folytonosak S.-en. A gradiens:
w
=2 — — 2 2.
awk sz( o ak)+ 2 k( wk)
J#k

A Lagrange-modszerrel a (bels) stacionarius pont kielégiti, hogy
Viw)=pl, D wi=1,  w}>0,

ahol i a Lagrange-multiplikator és 1 csak 1 szamokbol 4ll6 vektor.
Javasolunk egy gradiensprojekcios fixpont-iteraciot:

wlt ) = TIg (w — a®vf(wh)) (2)

£

ahol Ilg. az euklideszi projekcié S.-ra, gyakorlatban simplex-projekcioval és € szintid vagas-

sal és Gjranormalizalassal realizalhato:
. (z) = argmin ||v — z||3. (3)
vESe

(k)

A 1épéshossz '™ az Armijo-szabdly szerint valasztva, hogy a célfiiggvényértékek monoton

nemnovekedését biztositsa.
3.1. Lemma (Projekci6 optimalitas a csonkolt simplexen). Legyen x = Ilg_(y) az euklide-
szi projekcid definidlva (3)-val. Akkor létezik n € R és egy vektor v > 0 dgy, hogy

x=y—-nl—-v, vi(zr; —e) =0 Vi.

Ha x € int(S:) (azaz x; > ¢ minden i-re), akkor v =0 és igy x =y — nl.

3.2. Tétel (Fixpont létezése). Rigzitsink egqy o > 0 konstanst. A leképezés h.(w) =
s (w —aV f(w)) folytonos S.-en, és S.-be képez. Mivel S. nem iires, kompakt és konvex,
Brouwer fizpont-tétele alapjin h.-nek létezik legaldbb egy fixpontja wi € S.. Ha w belsd

pont, azaz mingw?; > €, akkor kielégiti a Lagrange-stacionaritdsi feltételt V f(w}) = pl



alkalmas p € R-rel; ekkor staciondrius pontja az eredeti, S feletti korldtozott LS-feladatnak

18.

Megjegyzés (Nemkonvexitas). A Frobenius-norma szerinti LS-célfiiggvény f a w;/w; tagok
miatt altalaban nem konver a simplex felett. A fenti fixpont a kvalitativ stacionaritast
garantilja, de nem jelent automatikusan globalis optimumot. Az eljarés projektalt elss-
rendd numerikus modszer, amely staciondrius pontot keres; inkonzisztens adatoknal az

inicializalastol fiiggéen kiilonb6z6 fixpontok adddhatnak.

3.3. Tétel (Armijo szerinti viselkedés). Tegyik fel, hogy a lépéshossz a® -t az Armijo-
szabdlynak megfelelden vdlasztjuk az iterdcicban (2). Ekkor a célfigguényértékek { f(w*)}
sorozata monoton nem noévd, és {w®} S_-beli részsorozatainak minden akkumuldcids pont-
ja w* a projektdlt stacionaritdsi feltételt elégiti ki: w* = llg (w* — aV f(w*)). Ha az
akkumuldcids pont belsé pont (min, w} > €), akkor V f(w*) = pl. A w* pont szigori lokd-
lis minimum, ha a transzformdlt Hesszidn BTV f(w*)B pozitiv definit, ahol B a tangens
tér Ts = {y € R" | 1Ty = 0} ortonormdlt bdzisa. Globdlis optimalitds dltaldnosan nem

garantdlt, mert az LS-probléma nemkonvex.

3.3. Numerikus stabilitas

A numerikus stabilitast a csonkolt halmaz S. 6nmagaban is biztositja: mivel w; > & > 0,
a gradiens szamitasban nincs nullaval osztds. A gyakorlati implementacioban tipikusan
e = 107® értéket hasznalunk. Ha a transzformalt Hesszian BT V2 f(w*)B nem pozitiv de-
finit (pl. erésen inkonzisztens matrixoknal), lokdlis reqularizdcids/diagnosztikai eszkiozként

a kovetkez6 modositast alkalmazhatjuk:

1
f(w) = f(w) +7|[Prwl;,  Pr=1,——11"%.

Mivel BTP;B =1,,_,, a regularizélt célfiiggvény transzforméalt Hesszidnja
B'V?f,(w)B = B'V?f(w)B + 271, ,,

ami elég nagy 7 esetén pozitiv definit [16]. A 7 hasznalata lokalis regularizacio jellegii: az
eredeti modellt nem véglegesen modositja, hanem diagnosztikus, illetve stabilizacios célt

szolgal.

Megjegyzés (A regularizalt minimumok aszimptotikus viselkedése). Ha f-nek w' szigort lo-
kalis minimuma az S kompakt részhalmazén, és w, € arg minyeg f-(w) jeloli a regularizalt
feladat minimumat, akkor w, — w! midén 7 — 0. Ez megerdsiti, hogy a kvadratikus re-
gularizacio csak dtmeneti, lokalis stabilizacios eszkdz: 7 — 0 esetén az eredeti, nemkonvex

LS-probléma megoldasidhoz tér vissza.

Ez a megfogalmazas elkeriili az eredeti pszeudo-inverz megkozelités problémait, robusz-
tus és hatékony megoldast kindlva az AHP-hez, hasznélhatjuk mind konzisztens, mind

inkonzisztens matrixokra.



Legyen A € R™" egy hidnyos péaros Osszehasonlitd matrix, ahol az elemek a;; > 0
ismert (7,7) € Q@ C {(i,4) | 1 <i,5 <mn, i # j} esetén, és a;ja; = 1 az ismert parokra.
Megjegyezziik: a tovabbiakban () jeloli az ismert Osszehasonlitdsok halmazat, S pedig
véaltozatlanul a simplexet, hogy a két szerep ne iitkdzzon. A cél egy silyvektor w € § =

{weR"|Y ", w; =1, w; > 0} szamitasa ugy, hogy

w; . ,
— & ay (i,7) € §2 esetén.
w;j

A reciprocitas biztositasahoz kiegészitjiik a matrixot:
CLJ'Z‘ = — ha (Z,j) € Q,

alkotva Q' = QU {(j,i) | (i,5) € Q}. Az eredményiil kapott matrix A’ ismert értékekkel
(i,7) € & esetén, ahol a;; > 0, de hidnyos marad, ha néhany (i,j) par hidnyzik. Ez
a lépés osszhangban van az AHP reciprocitési kdvetelményével, igy a konzisztens stlyok
meghatarozhatok.

3.4. Az optimalizalasi probléma

Konzisztens matrixnal a;; = w;/w; minden (4, j) € Q' esetén. Hidnyos méatrixoknal mini-

malizaljuk a hibat az ismert Gsszehasonlitdsokban a Frobenius-norma alapjan € felett:
w; \
faw) =" (%‘ - —l) : (4)
wj
ahol w € S. A gradiens:
dfa 1 [wy W w;
— =2 — | — —aw 2 —2a,——2L). 5
Owy Z wi(wi i)t Z w2\, )
i:(k,i) eV J:(g,k)ey

A gradiensprojekcios iteracio definidlva az (2) szerint, az f helyébe fo-t téve, ahol
II = i — z||?
se(z) = argmin |[v — 25,

és a® az Armijo-szabaly szerint véalasztva.

Osszefoglalva a hianyos adatok optimalizalasat roviden:

min fo(w) = > (az‘j - Z—;)z (6)

(i7])€Q/

Megjegyzés (Egységes jelolés: F'). Amikor egyszerre kell teljes és hidnyos esetet targyalni, a
célfiiggvényt F jeloli: F = [ teljes matrix esetén (lasd (1)), F' = fq hidnyos esetben (lasd
(4)). A projektalt iteracié és az Armijo-feltétel ekkor F-fel és V F-fel értends: w1 =
g (wk) — oWV F(wk)).



3.5. Feltételek a megoldhatésaghoz

A sulyvektor megoldhatosaga és egyedisége fiigg €)' struktirajatol, amely modellezhetd
irdnyitott graffal G = (V, E), ahol V = {1,...,n} és E = . Az iranyitatlan graf G =
(V,E), ahol E = {{i,j} | (i,5) €  vagy (j,i) € Q'}, meghatarozza az Ssszefiiggéséget.

3.4. Tétel. Legyen A’ eqy hidnyos pdros 6sszehasonlito mdtriz ismert értékekkel ' -ben. Az
optimalizdldsi probléma (6) konzisztens megolddst ad (fo(w*) = 0) akkor és csak akkor, ha
az Q' feletti dsszehasonlitdsok ciklusfeltétele teljesiil, azaz barmely ciklus (iq1,1s), . .., (ix, 1) a
G grdfban a szorzat kielégiti, hogy a;i, Qiyig - - - @i, = 1. Az Inw;-kre felirt linedris rendszer
eqyiitthatomdtriza, M, az irdnyitatlan 0sszehasonlité graf logaritmikus incidenciamdtrizd-
val rokon; rangja n — c, ahol ¢ az G &sszefiiggd komponenseinek szdma. A megoldds (a
normalizdlds mellett) egyedi akkor, ha G 0sszefiiggd, azaz ¢ = 1, és ekkor rank(M) = n — 1.
A pusztan || > n — 1 feltétel onmagdban nem elég az egyediséghez; ahhoz az irdnyitatlan

osszehasonlito grdf dsszefliggdsége sziikséges.

3.5. Tétel. Eqy hidnyos mdtriz A'-re Y-vel, amely kielégiti a 3.4. tétel feltételeit (ciklus-
feltétel és G dsszefiiggd), és A’ konzisztens, az iterdcid (2) (az f helyébe fo-val) S--beli
fizponthoz konvergdl, amely kielégiti wf/w}‘ = a;; minden (i,j) € Q' esetén. A megol-
dds (a normalizdldas mellett) egyedi szigord lokdlis minimum, ha a transzformdlt Hesszidn
BTV2 fo(w*)B pozitiv definit.

3.6. Tétel. Egy inkonzisztens A'-re Q' -vel, amely kielégiti a fenti grdaffeltételt, az iterdcio
(2) (az f helyébe fq-val) dltaldban nem ad zérus hibdji megolddst; a célfiggvényértékek mo-
noton nem novekeddk, és minden belsé akkumuldcios pont w* a Lagrange-stacionaritdst elé-
giti ki. A w* szigori lokdlis minimum csak abban az esetben mondhatd, ha BTV? fo(w*)B
pozitiv definit; globdlis eqyediséqg €s optimalitds dltaldnosan nem garantdlt. A pontossdg re-
konstrukcids/becslési lépésként javithatd tigy, hogy a hidnyzd értékeket a;; = wi /w3, (i,7) ¢
Q' becsléssel potoljuk, majd az iterdciot ujra alkalmazzuk. Ez a rekonstrukcids lépés nem

jelent globdlis konvergenciagarancidt.

Az iteracié az Armijo-szabaly mellett pozitivitast és normalizélast megérz6 numerikus
eljaras minden w(® € S_ (pl. wgo) = 1/n) kezddpontbol; mindazonaltal a nemkonvexitas
miatt kiilonb6z6 kezdGpontokbdl kiilonb6z6 stacionérius pontokhoz lehet konvergalni, ezért
tobb kezdépont tesztelése célszerti. Nem Osszefiiggs G esetén a megoldasok komponensen-
ként vannak meghatarozva, és normalizélassal egyeztethetGk Ossze. Strt 2 névelheti a
stabilitast, ahogy a numerikus tesztekben lathato (3.7. alfejezet).

A stlyok (a normalizalas mellett) egyediilalloan meghatarozottak, ha G dsszefiiggs (és
ekkor sziikségképpen || > n — 1, rank(M) = n — 1). Blokkstruktarakra (csoportok
Vi, Va, ..., Vi, ahol |V,| = n,), n, — 1 intra-csoport és k — 1 inter-csoport Gsszehasonlitas
alkotva egy feszits fat biztositja az egyediséget, ahogy a fenti graftételben lathato.

Ez a megkozelités elkeriili a pszeudo-inverz korlatait, gyors konvergenciat kinalva (2-5

iteracio n < 10 esetén) és értelmezhetd kozelitést ad valos AHP-alkalmazésokhoz.
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3.6. Az egyenletrendszer numerikus kozelitése

Ez a szakasz bemutatja a gradiensprojekcios fixpont-iteracios modszer numerikus imple-
mentaciojat a sialyvektor w € S = {w € R" | >  w; = 1, w; > 0} szamitasara mind
teljes, mind hidnyos péros osszehasonlitdé matrixoknal az AHP-ben. A moédszer numeri-
kus stabilitast biztosit, alkalmassa téve valos ideji dontéstamogatashoz alkalmazasokban,
mint logisztika, egészségiigy és projektportfolio-kivalasztas [17, 18]. Az algoritmus Brouwer-
fixpont tételére tdmaszkodik a fixpont 1étezéséhez és integralja az Armijo-szabélyt adaptiv
lépéshosszokhoz; ugyanazon Frobenius-LS célfiiggvény alatt a vizsgalt példakon az LLSM
[6] és az EM [15] tovabbfejlesztett implementacioihoz képest kisebb reziduumot adhat, mi-
koézben futasidében tipikusan lassabb.

Az algoritmus a w-t az (4) szerinti célfiiggvény (fq) minimalizalasaval szamitja, ahol ¢/
az ismert Osszehasonlitdsok halmaza (beleértve a reciprokokat) egy hidnyos matrix A'-re,
illetve teljes matrix esetén minden (i, j) parra (ekkor F' = f). Az iteraci6 definialva (2)-val,
a gradiens pedig (5)-ban.

Az algoritmus 1épései (egységesen F-fel; teljes matrix esetén F' = f, hidnyos esetben

F = fq, és ) a reciprokkal kiegészitett ismert Gsszehasonlitasok halmaza):

1. Inicializalas: Allitsuk w® = (1/n,1/n,...,1/n)7, vagy hasznaljunk véletlen vektort
Dirichlet-eloszlasbol robusztussag teszteléséhez.

2. Matrix kiegészités: Hianyos matrixoknal allitsuk a;; = 1/a;;, ha (7, j) € €2, alkotva
O = QU{(.0) | (i.]) € D},

3. Gradiens szamitas: Szamitsuk VF(w®)-t; az S. csonkolt halmaz miatt wz(k) > ¢
automatikusan teljesiil, igy nincs nullaval osztés.

m

4. Lépéshossz kivalasztas: Valasszuk o®-t az Armijo-szabaly szerint: o® = "ay,

ahol m a legkisebb nemnegativ egész gy, hogy
F(w*) < F(w®) — 5wt —w®|3,

tovabba 8 = 0.5, v = 1074, ap = 0.1.
5. Projekcié: Szamitsuk

wh) =TI (W(k) — a(k)VF(w(k))) :

ahol Ilg_(z) = arg minyes, ||[v — z||3. A gyakorlati implementaci6 simplex-projekcio, &
szintl vagas és tjranormalizalas.

6. Rekonstrukcié (opcionalis): Hisnyos vagy inkonzisztens matrixoknal, ha F(w®)) >
es (pl. 1079), allitsuk a;; = wgk)/wj(»k) értéket (i,7) ¢ Q' esetén, és ismételjiik a 2. 1é-
péstSl. Ez rekonstrukeios/becslési 1épés, nem 6néllo konvergenciabizonyitas.

7. Konvergencia ellen6rzés: Az algoritmus megall, ha
|[wF) —w® || o < e (pl. 1079),

vagy max_iter = 1000 iteraci6 utan.
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Az algoritmus konvergenciatulajdonsagai:

1. Létezés: A fixpont létezését Brouwer-tételével a fenti fixpont-tétel biztositja a ho(w) =
g (w — aVF(w)) leképezésre.

2. Egyediség/stacionaritas: Konzisztens, G-ben sszefiiggd esetben a fixpont (a nor-
malizalds mellett) egyedi és F(w*) = 0. Altalanos (nemkonvex, ill. inkonzisztens) eset-
ben csak stacionaritds és szigorti lokalis minimum biztosithaté (utébbi B VZF(w*)B
pozitiv definitsége mellett); globalis egyediség nem garantalt.

3. Stabilitas: Az S.-en valo iteraci6 és az Armijo-szabély biztositja a numerikus stabi-

litast. Sziikség esetén a transzformalt Hesszian
fr(w) = f(w) + 7[[Prwl;

modositasa pozitiv definitséget eredményezhet a transzformalt Hesszianra (BT V2f, B =
BTV2f B + 271,_1); ez lokalis regularizicios eszkoz [16].

Inkonzisztens matrixoknal F'(w*) > 0 tipikus; az iteraci6 ekkor stacionarius pontot keres
a Frobenius-LS célfiiggvényre.

Az algoritmus komplexitasa a kovetkezo:

e Gradiens szamitas: VF értékelése || tagot kovetel; || < n(n—1) teljes matrixnal,
koltsége O(|Q]) iteracionként (stird esetben O(n?)).

e Szimplex projekcio: Ilg. szamitasa n elem rendezését igényli (O(nlogn)) és kons-
tans idejli normalizalast.

e Armijo-szabaly: Minden iteracio tobb fiiggvényértékelést igényelhet (tipikusan O(1)
a # = 0.5 miatt), mindegyik O(||).

e Teljes komplexitas: k iteracioval (tipikusan 30-100 n < 5 esetén) a teljes koltség
siirti matrixnal O(kn?), ritka esetben O(k|Q]). Osszehasonlitdas: LLSM zart alakban
O(n?) teljes esetben (sor-geometriai-kozép), de hidnyos méatrixnal linedris rendszer
miatt O(n?).

A konvergencia fligg ' struktarajatol:

e Lanc/Csillag struktarak: || = n — 1 esetén (miniméalis Gsszefiigglség) n < 5
mellett tipikusan 30-70 iteracio.

e Blokkstruktuarak: n, — 1 intra-csoport és k& — 1 inter-csoport dsszehasonlitassal kon-
vergencia 5070 iteracioban ritka ' esetén.

e Siiri struktarak: Teljes matrixnal (]Q'| = n(n—1)) konvergencia 30-100 iteracioban;

nagyobb vagy inkonzisztens matrixoknal a szam sziikségszeriien néhet.

A Frobenius-norma hibék 0.2833 és 3.2964 koz6tt mozognak, ahogy a numerikus tesz-
tekben lathato (3.7. alrész).

3.7. Numerikus példak

Most a gradiensprojekcios fixpont-iteracios modszerrel mutatunk be példat (3.6. alrész)

silyok szamitasara paros Osszehasonlitd matrixokbol az AHP-ben. Héarom példat muta-
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tunk be: egy 3 x 3 inkonzisztens teljes métrixot, egy 5 x 5 inkonzisztens teljes matrixot, és
egy 4 x 4 hianyos méatrixot egy beszallito-kivalasztasi forgatokdnyvbdl, kezelve mind teljes,
mind hidnyos eseteket. A példak megmutatjak a pontossagot, konvergenciat és robusztus-
sagot az adatritkasaghoz és perturbaciokhoz, 6sszehasonlitva elméleti elvarasokkal és valos

alkalmazhatosaggal [17].

1. Példa: Inkonzisztens Teljes Matrix (n = 3). Tekintsiik a 3 X 3 péros Osszehasonlito

matrixot A;:

1 3 5
A1:%12,
11
5 2

ami inkonzisztens, mivel ajpa93 = 3-2 = 6 # 5 = a;3. Az algoritmust w(® = (1/3,1/3,1/3)7

kezdévektorral inditva a szamitott stulyvektor
w = (0.6463, 0.2265, 0.1272)7,

amely 30 iteracioban konvergalt, a Frobenius-norma gydke f/2(w) = 0.2833. Az ardnyok

Yvosss, a1, Yas082
Wo w3 w3

kozelitik a bemenetet, megerésitve a modszer képességét az inkonzisztencidk kezelésére.

2. Példa: Inkonzisztens Teljes Matrix (n = 5). Tekintsiik az 5 x 5 inkonzisztens matrixot

Agi
(1 47 38 33 59]
17 17 20 20
7o 3 45 01
47 19 16 18
_ |1 19 19 17
Ay = 38 34 1 6 6
20 16 6 1 49
33 45 19 13
20 18 6 13 1
L59 73 17 49 J

Az inkonzisztencia nyilvanvalo, példaul

47 34 38
12093 = 1—7 . 1—9 ~ 4.936 7é 1—7 ~~ 2.235 = ai3.

w© = (1/5,1/5,...,1/5)T hasznalataval az algoritmus

w = (0.2743, 0.2741, 0.1290, 0.2515, 0.0711)"

vektort ad, 102 iteracioban, f1/2(w) = 3.2964 hibaval. A magasabb iteraciészam a nagyobb
és inkonzisztensebb matrixok megndévekedett komplexitasat tiikrozi; a modszer ebben a

példaban stabil viselkedést mutatott.

3. Példa: Hianyos Matrix (n = 4, Supplier Selection). Tekintsiink négy alternativat

(x1,...,24) és négy kritériumot: koltség (c1), mindség (c2), szallitasi pontossag (c3), meg-
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bizhatosag (cy).
A kritériumsiulyok:

4
(p1, P2, ps, pa) = (0.35,0.30,0.20,0.15), Zpk — 1.

Az aggregécio:
4
_ (k)"
114)
k=1

A részleges Osszehasonlitdsok reprodukcidja.

A kovetkezd kritériumonkénti aranyokat valasztjuk:

(4, 3.5, 3, 1.1264293471),
(6, 4, 5, 1.1533657118),
(
(

(A}, AR, A7) A
(A%, A%, i;%A%)
( )
( )

1 2) 3 4)
A(34)7 AZ(34 ’ 34)7 A§$4
1 3 4)
A(12)7 A12 ) 12)7 AgQ

2.5, 2.5, 1.5, 1.1160189991),
1.5, 3, 2, 1.7392867813).

Ekkor az aggregalt értékek:

Ay = 4% 3,599 30201.1264293471%1° = 3,
Ags = 6035403050201 1533657118%15 = 4,
Agy = 2.5%%2.5%%91.5%201.1160189991%"* = 2,
Ay = 1.5%35 30309020 1 7399867813%15 = 2.
Tekintsiik a 4 x 4 hidnyos matrixot Az egy Supplier Selection folyamat esetén, a négy

beszallitot Osszehasonlitva koltség, mindség, szallitds és meghizhatdsag alapjan,
Q=1{(1,2),(1,4),(2,3),(3,4)} és

1 2 % 3
114
A3:21 *7
s * 3 1

ahol Q' = {(1,2),(1,4),(2,3),(3,4),(2,1),(4,1),(3,2),(4,3)}, és G graf osszefiiges. A
matrix konzisztens 2-n beliil, de a kiegészités potencialis inkonzisztencidkat vezethet be.
w® = (1/4,1/4,1/4,1/4)T hasznélataval az algoritmus

= (0.3854, 0.3928, 0.1099, 0.1120)7

vektort ad, 61 iteracidban, fé/ 2(W) = 1.7302 hibaval. A sulyok jol tiikrozik a preferencidkat

(pl. koltség és minGség domindl), illusztralva a valés alkalmazhatosagot.
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3.8. Eredmények

A robusztussag értékeléséhez perturbaljuk a 3 x 3 matrixot £10%-kal a12-n (3-t6l 3.3-ig),
és eltavolitjuk a (2,3)-at a 4 x 4 matrixbol, frissitve ’-t. A 3 x 3 esetben a perturbalt
stulyvektor hibaja

prerturbed - W||2 ~ 0.012,
konvergencia 32 iteracioban. A 4 x 4 esetben (2, 3) eltavolitasa hibat ad
HWSparse - WH2 ~ 0015,

konvergencia 65 iterdcioban. Ezekben a példakban a modszer stabil viselkedést mutatott
perturbéciok és ritkitas alatt.

Az eredmények Gsszefoglalva az 1. tablazatban.

Matrix Végs§ sulyvektor (w) Tteraciok  Hiba
3x3 (0.6463, 0.2265, 0.1272)T 30 0.2833
5 XH (0.2743, 0.2741, 0.1290, 0.2515, 0.0711)7 102 3.2964
4 x 4 (Beszallito) (0.3854, 0.3928, 0.1099, 0.1120)T 61 1.7302

Megjegyzés: Szamitasok standard CPU-n. Paraméterek: eio] = 107, max_iter = 1000, oo = 0.1, B = 0.5, v = 10~%, S,
csonkolasi szint & = 1078, Kezdeti vektor: w(©) = (1/n,1/n,...,1/n)T. A Hiba oszlop F1/2(w) értéket jeldli; hianyos
matrixoknal az ismert halmazon Q' szamolva (F = fq), teljes matrixoknal F = f.

1. tablazat. A gradiensprojekcios iteracio eredményei kiillonb6zé métrixokra

A gradiensprojekcios modszer 30-102 iteracioban konvergalt, hibakkal 0.2833 és 3.2964
kozott, és a vizsgalt példakon, ugyanazon Frobenius-LS célfiiggvény alatt, kisebb rezidu-
umot adott, mint az LLSM [6] és az EM [15]. A beszallito-kivalasztasi példa illusztralja
a valos dontéshozatali alkalmazhatésagot, ahol a modszer értelmezhetd kozelitést ad. A
nagyobb iterdcioszamok nagyobb vagy hidnyos matrixoknél a megnoévekedett komplexitast
tiikrozik; ezt jovébeli munkak adaptiv 1épéshossz-stratégiakkal kezelhetik [19].

A LLSM-implementaci6 a sorok geometriai atlagiat szamitja a logaritmikus hiba mi-
nimalizaldsara, teljes matrixok esetén O(n?) komplexitassal [6]. Az EM-implementacio
iterativan szdmitja a {6 sajatvektort, a hidnyzo elemeket a;; = 1 értékkel kiegészitve hia-
nyos matrixoknél, szintén O(n?) koltséggel iteracionként [15]. Mindkét modszer biztositja
a reciprok kiegészitést (aj; = 1/a;;).

A tesztek az alabbi matrixokon torténtek:

e 3 x 3 inkonzisztens teljes métrix.
e 5 X ) inkonzisztens teljes métrix.

e 4 x 4 hidnyos beszallito-kivalasztasi matrix,

Q' ={(1,2),(1,4),(2,3),(3,4),(2,1),(4,1),(3,2), (4,3) }.

Az eredményeket a 2. tablazat foglalja 0ssze. A gradiensprojekciés modszer kisebb
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A modszer a vizsgalt példédkon kisebb hibat mutatott (0.2833-3.2964) az LLSM (0.3807—
3.7292) és az EM (0.3807-3.8783) mddszerekhez képest minden matrix esetén, ugyanazon
Frobenius-LS célfiiggvény alatt. A sulyvektorok kévetkezetes preferenciarendezést mutat-
nak, a gradiensprojekcios modszer pedig pontosabban kozeliti a bemeneti aranyokat (pél-
daul a 3 x 3 esetben w; /wq &~ 2.853, mig LLSM/EM esetén w; /wy ~ 2.819).

Ugyanakkor a modszer t6bb iteraciot igényel (30-102) és hosszabb futasi id6t (0.039230-
0.120346 masodperc) az LLSM (1 iteracio, 0.000299-0.022482 masodperc) és az EM (5-12
iteracio, 0.000177-0.000325 masodperc) modszerekhez képest. Ez a Frobenius-LS rezidu-
um csokkentése szamitasi id6 rovasara; elfogadhaté kompromisszum lehet azokban az alkal-
mazésokban, ahol a Frobenius-LS célfiiggvényre szdmolt reziduum a {6 mingségi mutato,

példaul beszallito-kivalasztasnal.

2. tablazat. Kilonbo6z6 mobdszerek hatékonysagi mutatdinak ésszehasonlitasa®

Strukttra Moédszer Sulyvektor (w) Hiba  Iteraciok Futasiidd (s)
3x3 Gradiensprojekcié  (0.6463, 0.2265, 0.1272)T 0.2833 30 0.039230
3x3 LLSM (0.6483, 0.2297, 0.1220)T 0.3807 1 0.022482
3x3 EM (0.6483, 0.2297, 0.1220)T 0.3807 5 0.000177
5x5H Gradiensprojekcio  (0.2743, 0.2741, 0.1290, 0.2515, 0.0711)T  3.2964 102 0.120346
5x5 LLSM (0.3409, 0.2574, 0.1279, 0.2084, 0.0654)T  3.7292 1 0.000387
5x5 EM (0.3433, 0.2646, 0.1221, 0.2074, 0.0627)T 3.8783 11 0.000262
4 x 4 (Beszallito) ~Gradiensprojekcio  (0.3854, 0.3928, 0.1099, 0.1120)T 1.7302 61 0.064738
4 x 4 (Beszallito) LLSM (0.4409, 0.3350, 0.1273, 0.0967)T 2.3242 1 0.000299
4 x 4 (Beszallito) EM (0.3474, 0.3088, 0.1985, 0.1453)T 2.8072 12 0.000325

® Hiba a F''/?(w) értéket jelsli; hianyos matrixok esetén az ismert halmazon €' szamolva.
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4. Dinamikus projekcios eljairas AHP-hez

Ebben a szakaszban fogalmazzuk meg a PCM-ek projekcio alapi kozelitését, bevezetve a
dinamikus bazist és Osszehasonlitjuk a megkozelitést a meglévs modszerekkel. A Barzilai
[8], Koczkodaj és Orlowski [20] és Fedrizzi, Brunelli és Caprila [9] vektortér keretrendszerére
épitve kiterjesztjiik a statikus projekcios modszereket egy dinamikus ortonormalis bazissal,
silyozott projekcios séméval és SVD-alapi inkonzisztenciamérével. Ezek az el6relépések
javitjak a pontossagot és adaptalhatosagot kis és kozepes méretti PCM-eknél (n < 10),
alapot nytjtva nagy méreti alkalmazasokhoz.

A javasolt keretrendszer négy sajatossagot mutat fel a meglévé modszerekhez képest
[8, 9, 21]. El6szor, egy dinamikus ortonormadlis bazis a konzisztens PCM altérhez adap-
talodik a matrix inkonzisztencia profiljahoz, ellentétben a statikus bazisokkal, amelyek fix
mintékat feltételeznek. Masodszor, egy silyozott projekciés metddus priorizélja a meghiz-
hato Gsszehasonlitasokat a csoportos dontéshozatalban [22|. Harmadszor, egy SVD-alapt
inkonzisztencia-mérg olyan szempontbol irja le a ciklikus eltéréseket, amely méas metrikak
mellett kiegészitd nézépontot ad. Negyedszer, egy Osszefiiggés-alapi sulyozott kiegészités
a hianyos PCM-ekre [23, 24]. A vizsgalt példakban ezek olyan szempontokat vizsgalnak,
amelyek a klasszikus modszerekben (EM, LLSM) nem explicit modon jelennek meg [23,
25].

4.1. Paros 0sszehasonlité matrixok és vektortér keretrendszer

A logaritmikus transzforméacio r;; = log a;; egy additiv PCM-et R = [r;;] € R™" ad, amely
antiszimmetrikus (r;; = —7;;) és konzisztens, ha r;; = v; — v;, ahol v; = logw; (8, 21].

Az additiv PCM-ek halmaza, R = {R € R™" | RT = —R}, egy vektoralteret alkot
R™"-ben dim(R) = (}) dimenzioval.
A konzisztens PCM altér, R* ={R e R | Jv € R" : 1;; = v; —v;}, dimenzi6ja n — 1, mivel

n — 1 fiiggetlen érték hatarozza meg (pl. 7, i = 1,2,...,n — l-re), hiszen r;; = 7, — Tjn.
n—1

5 ) dimenzioval.

Ortogonalis kiegészitGje, R*, az inkonzisztencidkat rogziti dim(R*) = (
(Az eddig targyalt kulcsfogalmakat a 3. tablazat foglalja Gssze.)
Ellentétben a statikus projekcios modszerekkel [8, 9|, amelyek fix béazisokra tamaszkod-
nak és kevésbé adaptivak a valtozo inkonzisztencia struktirakhoz, megkozelitésiink dina-
mikusan igazodik a PCM specifikus inkonzisztencia profiljadhoz; gyakorlatban ez a vezetd
modszerekkel megegyezd robusztussdgot és koherenciat ad, pontossaggal és intenzitassal,

amelyek kozel maradnak nagyon kis n-nél.
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Fogalom Leiras és példa

Multiplikativ PCM (A) Pozitiv reciprok matrix; pl. a;; = 2 azt jelenti, hogy i kétszer
preferalt j-hez képest.

Additiv PCM (R) Log-transzformaélt, ferdeszimmetrikus; r;; = log a,;, linearizalja
a konzisztenciat.

Additiv PCM-ek halmaza (R) Minden additiv PCM-et tartalmaz; vektoralteret alkot R™*"-
ben (%) dimenzioval.

Konzisztens altér (R*) Dimenzi6 n — 1; matrixok, ahol r;; = v; — v, (rang-1 strukttra

log-térben).

Inkonzisztens kiegészits (R*) Dimenzi6 (”;1); ciklusokat rogzit, ortogondlis R*-re.

Dinamikus bazis Adaptalodik az inkonzisztencidhoz; pl. F; = E; + «;u;, csokkenti
a hibat.

Sulyozott projekciod Priorizédlja a megbizhato értékeket; pl. inverz variancidval sulyoz

csoportos dontésekhez.

3. tablazat. Kulcsfogalmak a péros osszehasonlité métrixokban

A logaritmikus transzformacio sziikséges, mivel linearizalja a konzisztencia feltételt, ami
lehetévé teszi az ortogonalis projekciot Hilbert térben. A kozvetlen projekcié multiplika-
tiv PCM-eken hidnyzik ebbdl a linearis struktarabol, mivel a multiplikativ konzisztencia
nemlinearis.

Meg kell jegyvezni, hogy az additiv PCM-ek halmaza a Frobenius-féle skalarszorzattal
ellatva Hilbert-teret alkot, .

(AB)r =) aub,
j=1 k=1
ami lehetévé teszi az ortogonalis projekciokat a legkozelebbi konzisztens matrix megtalala-

sahoz, anal6g a vektorok projekciojaval az euklideszi térben.

4.2. Dinamikus ortonormalis bazis konstrukcio

Ez a dinamikus bazis kiterjeszti a korabbi projekcios modszerekben hasznélt statikus or-
tonormalis bazisokat [8, 9| perturbacios tagok beépitésével, amelyek igazodnak a specifikus
inkonzisztencia komponenshez, Ry, lehetévé téve a projekcios hiba csokkentését, ahogy
a 4.1. tétel bizonyitja.

Javasolunk egy dinamikus ortonormalis bazist R*-hez, amely igazodik a PCM inkon-
zisztencia strukturdjahoz. Ellentétben a statikus bézisokkal, amelyek fix inkonzisztencia
mintakat feltételeznek, ez adaptilodik R+-hez, hogy javitsa a projekcios pontossagot.

Az R ortogonalis projekcidja R*-re minimalizalja a Frobenius norma tavolsagot R és
R -S|

Mivel R* zart altere a matrixok Frobenius-féle skalarszorzattal ellatott Hilbert-terének,

a konzisztens méatrixok kozott. Formalisan, a projekcié P(R) = argmingeg-

a projekcios tétel garantalja, hogy az egyedi minimalizalé az ortogonalis projekci6. Ha
{E}77} egy ortonormélis bazis R*-hez, akkor P(R) = Y7 (R, E;)r E;. Ekkor R — P(R)
ortogonalis minden elemre R*-ben, azaz (R — P(R),S)r = 0 minden S € R*-re, ami

sziikséges és elégséges feltétel a ||R — S||F minimalizalasara.
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A konstrukcié a kévetkez&képpen zajlik:

1. Szamitjuk az inkonzisztencia komponenst Ry = R — S (R, F;)r E;, ahol E; a
standard (statikus) béazis.

2. Legyen F; = E; + a;u;, egy dinamikus bazis, ahol u; € RY, ||u;||p = 1, és a; € [—¢, €]
egy kis csillapitasi faktor. A {u;} vektorok az inkonzisztencia komponenssel igazitot-
tak (pl. egy {Gpr} ortonormélis bazisra R1-ben), hogy a perturbicio kifejezetten a
relevans iranyokba hasson.

3. Ortonormalizaljuk a {F;} rendszert Gram-Schmidt eljarassal, igy kapjuk a {F/}~}

ortonormalis béazist.

A kiilonboz6 PCM-eknél az optimélis e meghatarozasahoz valasszunk kis értéket (pl.
0.1), hogy korlatozzuk a perturbaciokat és fenntartsuk a bazis stabilitasat. A specifikus
a; € [—¢,e] optimalizalhato a projekcios hiba minimalizalasaval, adaptalodva a PCM in-

konzisztencia profiljahoz.

4.1. Tétel. Legyen R € R eqy inkonzisztens additiv PCM, felbontva R = Ro+Ry-re, ahol
Re € R*, Ry € RY. A standard projekcié R = Z?:_11<R7 E)r E;, és a dinamikus bdzis
Fy = E; + azu;, ahol u; € RY, |lwillp = 1, és {F/}*=! a Gram-Schmidt eljdrdssal kapott
ortonormdlis bdzis. Léteznek a; € [—e,e] (e > 0, kicsi) gy, hogy a perturbdlt projekcic
Ri = Y10 (R, F))p F) kielégiti |R — R | r < |R = Rellr.

E szerint kis perturbaciok beépitése az inkonzisztencia komponenssel igazitva a bazisba
csOkkenti a projekcios hibat a statikus bazisokhoz képest, javitva a kozelitési pontossagot
inkonzisztens additiv PCM-eknél.

4.2. Tétel (Sulyozott projekcio hibametrika szerint).
A silyozott projekcid RYG = S0 pi (R, F!)p F!, ahol F! a dinamikus ortonormdlis bdzis,

€s p; a megbizhatosdgi suly:
Var ! (r;.,)

O Var ()

(itt a p; jelolést haszndljuk, mert a prioritdssilyokat w; jeloli), R olyan silyokat ad
v; = * E;f:l(Rg)ij, amelyek a megbizhatdsdgra érzékeny, sulyozott hibanorma szerint op-

T on

(7)

Pi

timalisak, azaz a megfeleld silyozott Frobenius-féle eltérésnorma alatt nem rosszabbak a
sulyozatlan projekciondl. A normdk ekvivalencidja miatt létezik ¢ > 0, hogy
n—1

IR -RY[lr <c|R-Rg|r, Rp=)> R.F)pF.

=1

A sima Frobenius-normdra |R — RE||r < ||R — Ry||r nem dltaldnosan teljesil; ehhez

tovabbi feltételek (pl. a silyok specidlis szerkezete) sziikségesek.
Eszerint a stlyozott projekcio, amely inverz-variancia p;-vel priorizalja a megbizhato
Osszehasonlitasokat, a stlyozott hibametrika szerint kedvez&bb lehet, mint a sulyozatlan

projekcid, javitva a silyok igaz preferencidkkal valo egyezését; sima Frobenius-hibaban a

javulas kiilon feltételeket igényel.
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4.3. Tétel. FEgy additiv PCM-re R € R n < 10 mellett, a projekcid R*-re a {F!} bdzissal
olyan sulyokat ad v; = %Z?zl(Rc)ij, amelyek hibdja korldtozva & \/n omax(R)-nel, ahol e
a gépi pontossdg €s omax(R) az R legnagyobb szinguldris értéke.

Ezen tétel pedig hiba-hatart ad a dinamikus projekcioval szamitott silyokra, skilazva

gépi pontossaggal, matrix mérettel és legnagyobb szinguléris értékkel, biztositva numerikus
stabilitast kis PCM-eknél lebeg&pontos hibak alatt.

4.4. Tétel. Az -
MR =D D R ®

inkonzisztencia-mérd régziti a ciklikus eltéréseket és nem nulla inkonzisztens PCM-eknél.

Ez a tétel egy normalizalt mér6t definidl, amely SVD-vel adja meg a ciklikus eltéré-
seket, biztositva pozitiv értéket inkonzisztens PCM-eknél; més szempontbdl kiegésziti a
hagyomanyos konzisztenciamutatokat.

4.5. Tétel. Egy hidnyos PCM-re R € R dsszefiiggd dsszehasonlito griffal, a projekcio
R*-re a {F} bazissal silyokat ad v; = + 37 | (Re)ij, hibdval korldtozva & /n omax(R)-
nel, ahol £ a gépi pontossdg és omax(R') a kitéltott mdtriz R’ legnagyobb szinguldris értéke.
Minden hidnyzo értékre r;; szamitunk egy siulyozott dtlagot az i €s j cstcsokat 0sszekdtd

0sszes utvonalon az dsszehasonlito grdafon:

Tij = Z Bp (Tipy + Tpips 70+ + i) (9)

pEP;;
ahol P;; az i-161 j-ig tarto dsszes utvonal halmaza, és
e—hossz(p)

—hossz(q)

priorizdlja a rovidebb dtvonalakat, ahol hossz(p) a p utvonal éleinek szdma.

Bp = (10)

Ez a tétel korlatozza a sulyhibat hianyos PCM-eknél kapcsolodasi silyozott kitoltéssel
és dinamikus projekcidval, demonstralva stabilitast osszefiiggé grafoknal akar sok hianyzo
értékkel. Megjegyezziik, hogy a normalizacié miatt Zpenj Bp = 1.

4.6. Tétel. Egy hidnyos PCM-re akdr L(Z)/ZJ hianyzo értékkel és dsszefiiggd osszehason-
lito graffal, a projekcio R*-re rangstabilitdst ad: a rangfordulds valdsziniisége korldtozva
eN*\/N Tmax (R)-nel.

Ez a tétel a rangfordulas valoszintiségét korldtozza hidnyos PCM-eknél kapcsolodasi

silyozott kitoltéssel, mutatva a modszer stabilitasit a preferenciarendek megérzésében

numerikus perturbaciok alatt.

A fenti eredmények szolgalnak alapul az 5. szakaszban targyalt, grafonokon definialt
altalanositasokhoz, ahol a tereket mar nem véges dimenzidéban, hanem grafonfiiggvények

Hilbert-terében értelmezziik, a konvergenciat pedig mértékelméleti értelemben vizsgaljuk.
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4.3. Osszehasonlitas a meglévé modszerekkel

A teljesitmény értékeléséhez a modszert Gsszehasonlitjuk az EM, LLSM, GMM, ANM,
RGM és fuzzy AHP varidansokkal [26] 6t kritérium alapjan: pontossag (Frobenius norma
hiba [|[R —log W]||g, ahol R = log A és W a kozelitett konzisztens matrix), robusztussig
(inkonzisztencidkra és hidnyzo értékekre, mérve azon esetek aranyaval, ahol a rangrend fenn-
tartva perturbacio alatt), hatékonysag (szamitasi futasidé ms-ben), intenzitas (preferencia
erGsségek megdrzése sulyarany-terjedelemmel, max(w)/ min(w)), és koherencia (igaz pre-
ferenciakkal valo egyezés Spearman rangkorrelacioval); kvalitativan is Osszehasonlitjuk a
fuzzy AHP variansokkal.

A dinamikus projekcidés modszer adaptalodik a PCM-ek inkonzisztencia struktirajé-
hoz. Ellentétben a statikus projekcios modszerekkel [8, 9], megkozelitésiink dinamikus
ortonormalis bazist F] hasznal a Frobenius hiba ||R — Ry||r minimalizalasara. Nagyon
kis matrixokon (n = 3,4) ez az adaptalhatosag az EM, LLSM, GMM, ANM, RGM és
fuzzy AHP-vel megegyez6 robusztussagot és koherenciat ad hasonléd futasidével, mig kissé

magasabb Frobenius hibat és enyhén alacsonyabb intenzitast mutat; lasd a a 4. tablazat.

Modszer Sulyvektor (w) wi/we wi/ws Frobenius Robuszt. Haték. (ms) Intenz. Koher.
Projekcio (Miénk) — (0.485, 0.306, 0.209)7  1.582  2.320  0.0714  1.0000 02315  2.3200  1.0000
EM (0.485, 0.306, 0.209)7  1.582  2.320 0.0714 1.0000 30.0884 2.3203  1.0000
LLSM (0.485, 0.306, 0.209)T  1.582 2.320 0.0714 1.0000 0.0002 2.3200  1.0000
GMM (0.485, 0.306, 0.209)T  1.582 2.320 0.0714 1.0000 0.1411 2.3200  1.0000
ANM (0.485, 0.306, 0.209)T  1.582 2.320 0.0714 1.0000 0.0963 2.3196  1.0000
RGM (0.485, 0.306, 0.209)7  1.582 2.320 0.0714 1.0000 0.1411 2.3200  1.0000
Fuzzy AHP (0.476, 0.313, 0.211)T  1.520 2.257 0.0984 1.0000 0.1030 2.2570  1.0000

4. tablazat. Modszerek Osszehasonlitasa egy 3 x 3 PCM-re (o = 0.1)

Empirikus eredmények egy 3 x 3 PCM-re (0 = 0.1) a 4 tablazatban lathatok. n = 3-ra
a projekcio Frobenius hibat ad 0.0714 (vs. 0.0714 EM, LLSM, GMM, ANM, RGM; 0.0984
fuzzy AHP), intenzitast 2.3200 (vs. 2.3203 EM, 2.3200 LLSM, GMM, RGM, 2.3196 ANM,
2.2570 fuzzy AHP). Robusztussag és koherencia tokéletes (1.0000) minden modszerre; ha-
tékonysag versenyképes: projekcio 0.2315 ms (vs. 30.0884 ms EM, 0.0002 ms LLSM, 0.1411
ms GMM, 0.0963 ms ANM, 0.1411 ms RGM, 0.1030 ms fuzzy AHP).

Az EM a PCM A {6 eigenvektorara tamaszkodik, érzékeny nagy inkonzisztencidkra, ha
CR > 0.1 [23]|. Ez megbizhatatlan stulyokhoz vezethet inkonzisztens PCM-eknél, korlatozva
alkalmazhatosagat [25]. Ezzel szemben modszeriink kihasznélja a R* és R keretrendszert
az additiv PCM R projekcidjara a konzisztens altérre, csokkentve a ciklikus eltérések hata-
sat (pl. aipass # a13). A dinamikus bazis F] Gram-Schmidt-tal konstrualva perturbacios
tagokkal o;u; adaptalodik a PCM specifikus inkonzisztencia profiljadhoz, ahogy a 4.1. tétel
mutatja. Ez a geometriai perspektiva viladgosabb betekintést ad az inkonzisztencia hozza-
jarulasokba, mint az EM [21].

Az LLSM-mel Gsszehasonlitva (amely a min, Y, (log a; — (v; — v;))? problémét oldja
meg, és v; = %Z] log a;j-t ad), modszeriink adaptalhatosaga nagyobb: az LLSM aggregal-
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ja a hibakat anélkiil, hogy figyelembe venné az inkonzisztencidk geometriai struktarajat,
ami suboptimalis lehet erdsen inkonzisztens PCM-eknél [25]. SVD-alapu inkonzisztencia-
mérdnk precizebben adja meg a ciklikus eltéréseket, mint az LLSM aggregalt hibaja. Hia-
nyos PCM-eknél kapcsolodasi silyozott kitoltési stratégiank feliillmilja a statikus modsze-

reket [23]| révidebb, megbizhatobb utvonalak priorizalasaval az 6sszehasonlito grafon.

4.4. Numerikus eljaras a silyvektor meghatarozasara

A javasolt algoritmus kis PCM-eknél (n < 10) logaritmikus transzforméacioval és dinami-
kus ortonormaélis bézissal {F} szamitja a stulyvektort w és a konzisztens matrixot W,
integralva stlyozott projekciot és SVD-alapt inkonzisztencia mérést. Ellentétben a stati-
kus projekcios modszerekkel [8, 9], megkozelitésiink adaptalodik a PCM inkonzisztencia
strukturajahoz; n = 3,4 tesztekben megegyezik EM /LLSM/ GMM/ANM /RGM robusz-
tussagban és koherencidban hasonlé futasidével, mig kissé magasabb Frobenius hibat és
enyhén alacsonyabb intenzitast mutat.

Az algoritmus egy pozitiv reciprok PCM-mel, A-val indul, majd logaritmikus transzfor-
mécioval elGallitja a hozza tartozé additiv PCM-et, R-t, ahol r;; = loga;;. Ez a transz-
formacio linearizalja a probléméat, és az EM-modszerhez képest csokkenti a nagy prefe-
renciaaranyokra valo érzékenységet [23]. A dinamikus ortonormélis bazist, F}-t, Gram—
Schmidt-eljarassal konstrualjuk meg (lasd a 4.2. alszakaszt). Az (R, F!)p bels6 szorzatok

kiszamitasaval megkapjuk R vetiiletét a R* altérre:

n—1

¢ =2 (R F)rF)
i=1
minimalizalva a Frobenius norma hibét [|R — R{||p.

Csoportos dontéshozatalhoz a stlyozott projekcio hasznalja a (7) silyokat, priorizalva

......

n—1

Re = sz‘ (R, F))r F}

i=1

alaki, ahol p; megbizhatosagi sily, nem pedig prioritassily. Ezutéan

evi

1 n
vi==Y (RY)ij,  wi=
1 n — (OVANE) 7 22;1 e”J

Itt w; mar a végsé AHP-prioritassualyt jeldli.

Hianyos PCM-eknél Osszefiigg6 6sszehasonlité graf mellett a kapcsolodasi silyozott ki-
toltési stratégia becsli a hidnyzo elemeket a (9)—(10) szerint. Az inkonzisztenciat az SVD-
alapi mérs p(R) értékeli (8). A standard AHP gyakorlatot kovetve [1], ha pu(R) magas
inkonzisztenciat jelez, a PCM feliilvizsgalhato stlyszamités el6tt. A konzisztens méatrix W
elemei W;; = w;/w;.

Az algoritmus szamitési komplexitdsa tipikusan O(n?) (Gram-Schmidt és stirt mat-
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rixmiveletek miatt). Hidnyos PCM-eknél ritka modszerek csokkenthetik a koltséget [24].
Nagy PCM-eknél (n > 10) a grafon alapt modszer (lasd az 5.1. szakasz) spektralis esz-
kozokre tamaszkodik, és parhuzamositassal, almintavételezéssel gyakorlatban skalazhato
[14].

4.5. Numerikus példa

Ez a szakasz a fenti numerikus eljardst demonstralja egy 3 x 3 PCM-en enyhe inkon-
zisztenciaval, bemutatva a dinamikus projekciés modszer miikodését, robusztussagat és
konzisztencia-ellenérzését.

Vizsgéaljunk egy 3 x 3 PCM-et:

1 2 31/10
A=|1/2 1 32
10/31 2/3 1

Ez a matrix pozitiv reciprokkus, de enyhén inkonzisztens, mert
19093 = 2- (3/2) =3 7é 31/10 = a13.
A dinamikus projekciés modszer lépései:

Logaritmikus transzforméicié: R = log A, ahol r;; = log a;;.
Dinamikus bazis: {F]} felépitése (4.2 alszakasz), perturbécioval o;u;.
Stlyozott projekcio: a (7) szerinti stlyokkal.
Inkonzisztencia-mérés: u(R) kiszamitasa (8).

Salyvektor: v; = + > .(R&);;, majd w; = Zi_v;uj.

SAE N

A szamitas eredménye:
w ~ (0.485, 0.306, 0.209)7,

ami megegyezik az EM, LLSM, GMM, ANM és RGM eredményeivel (lasd 4. tablazat). A
Frobenius hiba ||R —log W||r & 0.0714, és a kozelitett W konzisztencidja kivalo.

A modszer robusztussaga perturbaciok alatt is erés: o = 0.1 zajjal szimulaciokban a
rangrend nagy ardnyban megmarad; a futasidé versenyképes a gyors zart alakti modszerek-
kel, és jelentGsen alacsonyabb lehet a lassabb iterativ EM implementacioknal.

Ez a példa alatdmasztja, hogy a dinamikus projekcio:

e robusztus (rangmegérzés zajjal),
e hatékony (gyors futasidg),
e koherens (igaz preferencidkkal valo egyezés),

e stabil (numerikus hibak kontrollja kis n mellett).
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5. Grafon alapi mdédszer nagy méretii PCM-ekhez

Ez a szakasz egy grafon-alapt modszert mutat be nagy méretii PCM-ek (n > 10) koze-
litésére az AHP-ben, a PCM-eket stirt silyozott grafokként modellezve, ahol a csiticsok
alternativakat, az élek pedig preferencidkat reprezentalnak [13, 14]. A grafon (a végtelen
méretii grafok hataresete) lehetévé teszi a konzisztens struktira blokkos (1épcsés) kozelite-
sét spektralis klaszterezéssel, majd iterativ finomitassal a konzisztencia tovabbi javitasat.
A cél a skalazhatosag és robusztussag novelése az olyan klasszikus modszerekkel szemben,
mint az EM, LLSM vagy GMM, amelyek nagy, inkonzisztens vagy hidnyos méatrixoknal
nehezebben kezelhetdk [25]. A modszer kiilondsen hasznos halozati rangsorolasban [10] és
kozosségi kozlekedés tervezésében [11], ahol a nagy PCM-ek gyakran automatizalt adatagg-

regaciobol adodnak.

5.1. Grafonok és konzisztens PCM-ek

Egy grafon W : [0,1]? — R szimmetrikus, mérheté fiiggvény, amely nagy (siri) grafok
konvergenciajat irja le a vagas-tavolsagban [13]. Egy n x n PCM A grafonként kozelithetd
példaul a diszkretizacioval A;; ~ W (i/n,j/n). A multiplikativ konzisztencia grafon-szinten
azt jelenti, hogy W(x,z) = W(zx,y) W(y, 2) Va,y,z € [0,1], ami log-térben additiv
alakra linearizal: R(z,z) = R(z,y) + R(y, 2), R = log W. A modszer spektralis klasz-
terezést hasznal a csicsok csoportositasara, ezzel W-t blokk-allando (lépcsds) grafonnal

kozelitjiik, majd iterativ finomitéssal csokkentjiik a konzisztenciahibat.

5.1. Tétel (Zajos modell: log-térbeli hiba also korlat).  Tegyiik fel, hogy A;; = Wij e,

Wi =2 g ~ N(0,0%), fuggetlen zajjal (i # j). Ekkor a log-térbeli Frobenius-hiba tipikus
J

nagysdgrendje || log A—log W || 2 no, azaz a minimdlisan elérhetd hiba a mdtrizmérettel

és a zajszinttel skdaldzodik.

5.2. Tétel (Grafon-kozelités konvergencidja). Legyen A™ egy PCM-sorozat, amelyre
AZ(?) = W(%,%) e, ey ~ N(0,0%). Spektrdlis klaszterezéssel kapott blokkos grafon-
kozelités mellett a kézelités W™ konvergdl W -hez vdgds-tdvolsdgban, és log-térben a Frobenius-

hiba nagysdgrendje || log A™ —log W™ || = no nagy n esetén.

5.2. Numerikus eljaras

Nagy méretid PCM-eknél az algoritmus a kovetkezs 1épéseket koveti:

1. Logaritmikus transzformaéacié: szamitsuk R = log A-t.

2. Spektralis klaszterezés: képezziink egy (szimmetrizalt) affinitds-matrixot, majd
szamitsuk a legnagyobb k sajatértékhez tartozé sajatvektorokat (spektralis bedgya-
z&s). A csicsokat k klaszterbe csoportositjuk (pl. k-means-szel), igy kapjuk a grafon
blokk-allando kozelitését. A klaszterszam k valaszthato (i) a spektrum spektrdlis rés

(eigengap) kritériuma alapjan, (ii) sziluett-pontszam alapjan k& = 2,...,10 kozott,
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vagy (iii) alkalmazas-specifikusan. Altalaban kicsi k& durvabb regularizaciot ad (csok-
kenti az inkonzisztenciat), tul nagy k pedig taltanulast és nagyobb inkonzisztenciat
okozhat.
3. Lokalis linearis becslés (opcionalis): ha cstics-kovaridansok X; € R? adottak, il-
lessziik
log W (z,y) = fo + B X(z) + 5, X(y)

legkisebb négyzetekkel.
4. Iterativ finomitas (geometriai k6zép): alkalmazzuk a sor-geometriai kozép itera-
ciot

o n 1/n ) GR)

t+1 i+1 i

w; = (H Aij) ) Wiy 7 = Wa (11)
j=1

konvergenciaig (pl. |[w) —w® |, < 107°).

5. Konzisztencia ellendrzése: szamitsuk ki \ya.(W)-t, majd

CI

AInax —n
[= — [
C , CR RL

n—1
ahol RI,, a Saaty-féle véletlen index (az n-t6l fiigg; pl. n = 10 esetén Rljo = 1.49). Ha
CR < 0.1, a W elfogadhato.

Az algoritmus dominéns koltsége a sajatérték-felbontds miatt siri esetben O(n?), de a
spektralis klaszterezés jol parhuzamosithato, és almintavételezéssel a gyakorlatban jelentd-
sen gyorsithato [14].

5.3. Numerikus példa

A grafon alapi modszer teszteléséhez Pythonban implementéltuk az eljarast NumPy, SciPy
és scikit-learn konyvtarak felhasznalasaval. A vizsgélatot egy 50 x 50 PCM-en végeztiik
lognormalis zajt hasznalva (o = 0.2), az 5.1. tétel szerint, és az eredményeket Gsszehason-
litottuk az EM és ANM modszerekkel. A valodi salyvektort wi,e ~ U(1,10) eloszlasbol
generaltuk, majd a konzisztens matrix elemeit W;; = w;/w; alakban definidltuk. A zajos
PCM elemei: A;; = Wy, - €4, g5 ~ N(0,0%). A grafon alapt modszer két konzisztens
kozelitést allit el6: W ortogonélis projekciod alkalmazasaval, valamint We; geometriai
kozép alapu iteracioval. A szerkezeti sajatossagok kiemelésére spektralis klaszterezést al-
kalmaztunk (k = 3), ahol a klaszterszamot a sajatérték-hézag modszerrel valasztottuk meg.

Az eredmények az 1. dbran lathatok.
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(a) Inkonzisztens PCM A (b) Becsiilt W, (Projekci6) (c) Becsiilt W ., (Geometriai Kozép)

1. 4bra. A 50 x 50 PCM és becsiilt matrixok vizualizacioja

Az eredményeket az 5. tablazatban kozoljiikk. Az eredeti PCM CR =~ 0.590972, mig
mind Wy, mind Wy, esetén CR ~ 0.000000, ami a konstruélt kozelité matrix nu-
merikus konzisztenciajat jelzi (gyakorlatilag konzisztens kozelités). A Frobenius-norma
hiba ||log A — logW/||p ~ 34.171777 ebben a vizsgalt példaban alacsonyabb az EM-
nél (34.973353) és ANM-nél (35.711708), az LLSM-mel és GMM-mel megegyezs. Az
no = 50 - 0.2 = 10 csak nagysagrendi skaldzasi tampont (\/ﬁa ~ no a x’-eloszlas varha-
toértékébol), de a konkrét numerikus értékkel nem azonos: az elméleti elvart nagysagrend
nem azt mondja meg, hogy a hiba pontosan 10 lesz, hanem hogy a zajszinttel és a mat-
rixmérettel skalazodik. A spektralis klaszterezés a cstucsokat felosztja, ahogy a cimkék
[0,1,1,1,2,...] mutatjak.

Elem Erték
Frobenius norma hiba (grafon) 34.1718
Frobenius norma hiba (EM) 34.9734
Frobenius norma hiba (ANM) 35.7117
Konzisztencia arany (CR) — A 0.5910
Konzisztencia ardny (CR) — W, 0.0000
Spektralis klaszterezés cimkék [0,1,1,1,2,..]

5. tablazat. Eredmények a grafon alapt modszerre (n = 50, o = 0.2)

A grafon alapi modszer javitja a skilazhatosagot nagy PCM-eknél (n > 10), kb. 0.1
méasodperces futasidst elérve n = 50-re (2.4 GHz CPU). A vizsgalt példaban a grafon
alapu eljaras alacsonyabb log-térbeli Frobenius-hibat adott, mint az EM és ANM, és az
LLSM-mel és GMM-mel megegyez&t; siiri grafok esetén segitve a halozati rangsorolas-
jellegii alkalmazasokat [10]. A késébbiekben szeretnénk ritka grafonokra és fuzzy AHP-re
valo kiterjesztéssel foglalkozni [19, 26].
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5.4. Valés példa: WTA tenisz adatok

A grafon alapi moédszert alkalmazzuk valos adatokkal a top 28 néi teniszjatékos egymas
elleni eredményeibdl, akik WTA No. 1 rangot értek el 1973-t61 2022-ig [27]. A hianyos PCM
nyerés/vesztés aranyokbol konstrudlva, veszteség nélkiili beallitasokkal a cikkben leirtak
szerint. Ahogy a 6. tablazat mutatja, a grafon alapi moédszer spektralis klaszterezéssel
(k = 3) és iterativ finomitassal alkalmazva rangsorokat ad Serena Williams, Steffi Graf és
Martina Navratilova a top haromban, konzisztens a cikk LLSM és EV eredményeivel. A
Spearman rang korrelaci6 LLSM-mel 0.98, Bradley-Terry-vel 0.95, ami a vizsgélt hianyos
valés adathalmazon a mobdszer stabil viselkedését mutatja. A konstrualt kozelité W-re
CR = 0.000 adodik, ami az igy elgallitott W numerikus konzisztencidjat jelzi; a modszer

a hidnyossagot a stulyozott kapcsolodasalapu stratégiaval kezeli.

Metrika Ertek

Spearman korrelaci6 LLSM-mel 0.98
Spearman korrelacié Bradley—Terry-vel — 0.95
CR a kozelitett W-re 0.000

6. tablazat. Eredmények a WTA tenisz adathalmazra (28 x 28 hidnyos PCM)

5.5. Kisérletek nagyobb és hidnyos méatrixokon

Nagyobb szintetikus esetben (100 x 100, o = 0.2) a log-térbeli Frobenius-hiba a gra-
fon/LLSM/GMM/RGM modszerekre ~ 14.021, mig EM-re és ANM-re ~ 14.023, ami
jo skalazhatosagot és hasonld pontossagot jelez.

Komplex hianyos esetekben n = 10 mellett 0%, 20%, 40%, 60% hianyarannyal stlyozott
kapcsolodasi kitoltést alkalmazunk. A kitoltési és kozelitési hibakat a 7. tablazat mutatja:
a hianyarany noveli a hibat, de az 6sszefiiggs graf és a rovid utvonalak priorizaldsa mérsékli

a romléast.

Hianyarany Kitoltési hiba  Kozelitési hiba

0.0 0.000 0.549
0.2 0.302 0.568
0.4 0.557 0.644
0.6 0.535 0.604

Osszehasonlitottuk a Best-Worst Modszerrel [28], a keretrendszeriink alacsonyabb hibét

mutat nagy matrixokban a spektralis klaszterezés miatt.
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6. Analégia

A PCM log-térbeli megfogalmazasa természetes fizikai interpretaciot kap, ha a csomédpon-
ti értekeket (v; = logw;) potencialként értelmezziik. Az elemek (r;; = loga,;) ekkor a

potencidlkiilonbségek mérési megtelelsi, amelyek zajosan kozelitik az idedlis kapcsolatot

6.1. Konzervativ és nem-konzervativ mez6k

Fizikai analogiaként tekintsiik a v; értékeket skalarpotencialként. Ha minden &sszehasonli-

tas pontos lenne, akkor a gradiens vektormez6 E;_,; = v;—v; minden korén (zart atvonalon)

kdr mentén

teljesitené, hogy

Ez a konzervativ (6rvénymentes) mezé feltétele. Fontos hangstlyozni: itt a vektormezd
maga a potencial gradiense — vagy diszkrét esetben a potencidlkiilonbségek halmaza.

Amikor ez az Osszefiiggés nem teljesiil pontosan (vagyis egy haromszog/kor mentén
r12 + 193 + 131 # 0), akkor a ,mért mezd” nem-konzervativ: nem létezik olyan egyértelmii
potencial, amelyb&l minden r;; szdrmaztathato lenne. Ezt nevezhetjiik ciklikus inkonzisz-
tencianak — analog a fizikdban az Orvényes elektromos mez6kkel vagy nem egyszeresen
Osszefliggd tartoményokban eléforduld tobbértéki potencidlokkal.

Fontos megemliteni, hogy matematikailag egy vektormezé akkor és csak akkor konzer-
vativ, ha orvénymentes és a tartomany egyszeresen Osszefiigg. Diszkrét grafok esetén az
segyszeresen Osszefliggdség” azt jelenti, hogy a graf osszefiiggs és nincsenek  lyukak” — de
paros Osszehasonlitasi matrixoknal a teljes graf trividlisan teljesiti ezt.

Lényeges, hogy a ciklikus inkonzisztencia pontosan az 6rvényességnek felel meg, és ezt

a konzisztens altérre valo projekcio ,,orvosolja”.

6.2. A projekcié mint matematikai energia-minimalizalas

A konzisztens altérre (R*) valo ortogonalis projekcié nem fizikai folyamat valos id6ben, ha-
nem egy matematikai optimalizalas: megkeressiik azt a legkozelebbi konzervativ potencialt
(), amely mellett

Tij = Yi — Pj
a lehetd legpontosabban teljesiil Frobenius-norma értelemben.

Ez formélisan egy energia-minimalizalasi feladat:

. [(%‘ — ;) — Tij]z
min ,
") ; G?j

ahol O'Z-zj a mérési zaj varianciija.

28



A megoldas egy graf-Laplacidn tipusd normalegyenlet:
L, =0,

ahol
(Luw)ii = sz‘ja (Lw)ij = —wi; (0 #J),

b; = Zwijnj, Wij = 0;2 (megbizhatosagi stly).
J
Ez éppen az additiv PCM stlyozott ortogonalis projekcidja a konzisztens altérre (R*).

6.3. Rug6-halé mint mechanikai analégia

Az optimalizacio értelmezhetd egy rugokbol allo halo energidjanak minimalizalasaként is.

Képzeljiik el:

e Minden csomodponthoz tartozik egy pozicio v; (a log-sily).
e Minden él (7, j) egy rugo, amelynek természetes hossza r;;.

o A rugb erGssége (rugoallandoja) w;;.

A halo teljes rugalmas energidja:

2
E(’U) = Zwij [(U,L — Uj) — rij] .
i<j
A rendszer egyensilyi allapota (energia-minimuma) éppen az optimalis potencial, ame-
lyet a projekcio megad. Tehat
— A projekcio megfelel annak, mintha a rug6halo ,ellazulna” egy feszitett (inkonzisztens)

allapotbol a legkozelebbi egyensiilyi konfiguracidba.

6.4. Iterativ relaxacid

A dolgozatban bevezetett gradiensprojekcios fixpontiteracio és a geometriai-kdzépen alapu-

16 finomitas fizikai analogiaban relaxacios folyamatként foghato fel:

e az .energia” (hibafiiggvény) iteraciorol iteraciora csokken,

e a potencialok/silyok ,elsimulnak”, amig el nem érik az egyensulyt (konzisztens alla-
potot),

e ¢z analdg példaul diffuzios vagy hévezetési folyamattal, ahol az inhomogenitasok kisi-

mulnak.

Természetesen ez nem valds fizikai id6ben zajlé dinamika, hanem egy numerikus eljarés,

amely egy relaxéciés mechanizmus matematikai megfelel§jét implementélja.
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6.5. Osszefoglal6 tablazat: fizikai megfeleltetések

Matematikai fogalom Fizikai analogia

v; = logw; Csomoéponti potencial (pl. elektromos potencial)

ri; = loga;; Meértmat encialkiilonbség (pl. fesziiltség)
Konzisztencia (r;; = v; —v;) Konzervativ mez6 (6rvénymentes gradiens)

Ciklikus inkonzisztencia Orvényes / nem-konzervativ komponens

Projekcio (R — R*) Legkdzelebbi konzervativ potencial / energia-minimum
|R — R*||% Rugalmas energia (feszitettség a haloban)

Sulyozas (w;; = 01'32) Rugodallandok / megbizhatosagi stlyok

Iterativ finomitas Relaxacios folyamat (diffuzio, energiacsokkenés)
Grafon-hataratmenet Kontinuum hatér (véges n — kontinuum)

8. tablazat. Fizikai és matematikai fogalmak megfeleltetése

Ez a fizikai szemlélet nemcsak intuitiv értelmet ad a matematikai konstrukcioknak, hanem
lehet6vé teszi szimulaciok és numerikus kisérletek megfogalmazésat is potencidlmezdk, ru-
gohalok és relaxacios folyamatok formajaban; matematikai modellekként, nem pedig valos

id6ben zajlo fizikai jelenségekként.
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7. Osszegzés

A dolgozat két, egymaést kiegészité modszert mutat be a paros Osszehasonlitdasi métrixok
(PCM-ek) konzisztens kozelitésére az Analytic Hierarchy Process (AHP) keretében: egy
gradiens—projekcios eljarast kis és kozepes méretd méatrixokhoz (n < 10), valamint egy
grafon-alapi megkozelitést nagy méretidi PCM-ekhez (n > 10). A két modszer egyiitt
fokozott stabilitast és skalazhatosédgot biztosit, kiilonosen inkonzisztens és hidnyos adatok
mellett.

A numerikus eredmények (lasd 3.8 és 5.3) azt mutatjak, hogy a gradiens—projekcios
modszer a vizsgalt példakon a Frobenius-LS célfiiggvény szerint a klasszikus eljarasokkal
(EM, LLSM, GMM, ANM) versenyképes vagy azoknal kisebb reziduumot adott, mikoz-
ben futasidében tipikusan lassabb. Nagyon kis matrixoknal a médszer bizonyos esetekben
enyhe kompromisszumot kot pontossdgban és intenzitasban; a rangrend megdérzése és a
koherencia ezekben a példakban kiemelkedS. Az érvényesités kiterjedt valos WTA tenisz
adatokra (28x28 hidnyos PCM), nagy szintetikus méatrixokra (akir 100x100), valamint
valtozo hianyaranyt szimulaciokra (0%—60%). Hangstlyozzuk, hogy a Frobenius-LS cél-
fliggvény altalaban nem konvex; az eljaras stacionarius pontot keresé projektalt elsérendii
numerikus modszer, ezért az inicializalastol fiiggd kiilonb6z6 fixpontok lehetségesek és tobb
kezdépont tesztelése célszeri.

Nagy és stiri PCM-ek esetén (n > 10) grafon-alapt modszert javaslunk, amely a PCM-
et stulyozott grafként modellezi, és a grafhatar-elmélet eszkozeivel becsiil konzisztens mat-
rixot W [13, 14]. A megkozelités kiilonosen alkalmas olyan alkalmazasokra, ahol a péaros
Osszehasonlitasok automatizalt vagy aggregalt forrasbol szarmaznak (pl. halozati rangso-
rolas [10], kozosségi kozlekedés tervezése [11]), tovabba természetesen kombinalhato elGva-
logatasi/elicitatios stratégidkkal az Gsszehasonlitasi teher csokkentésére [24]. A spektralis
klaszterezés alapt grafon-kozelités elméleti komplexitasa O(n?), azonban parhuzamositas-
sal (példaul GPU-gyorsitott linearis algebrai rutinokkal) és gyakorlati optimalizalasokkal
a hatékony futasidé csokkenthets. A modszer strukturalis mintazatok detektalasara is
alkalmas, amelyek a klasszikus eljarasokban (EM, LLSM) explicit médon nem jelennek
meg. A WTA példan a grafon-alapu eljaras stabil rangsort adott (Spearman ~ 0.98), és a
konstrualt kozelité matrix numerikus konzisztencidja szerint CR ~ 0 adodott [27].

A keretrendszer célzottan kezeli az AHP kulcsproblémaéit: inkonzisztencia, hidnyos ada-
tok, valamint a rangfordulas kockazata. A 9. tablazat Osszefoglalja a Frobenius-hibakat
kiilénboz6 matrixméretekre, és illusztralja, hogy a dinamikus projekcios és grafon-alapi

megkozelitések a vizsgalt példakon versenyképesek a klasszikus modszerekkel.
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Moédszer n=3 n=4 n=5 n=10 n=50 n=100

Projekci6  0.0268 0.9625 2.9313 3.9751 26.7731 14.0210
Grafon - - - - 26.7731 14.0210
EM 0.0268 0.9627 3.2358 3.9522 26.9032 14.0230
LLSM 0.0268 0.9625 2.9313 3.9751 26.7731 14.0210
GMM 0.0268 0.9625 2.9313 3.9751 26.7731 14.0210
ANM 0.0268 0.9690 3.1071 4.1062 27.7832 14.0230

9. tablazat. Frobenius-norma hibak méatrixméretek szerint (o = 0.2)

1

Jovében ritka grafon és fuzzy AHP adaptalhatésag és bizonytalansag kezelés fokozasaval
szeretnénk még foglalkozni. Ilyen ritka grafon kiterjesztések kihivasokkal szembesiilnek
alacsony stirtiségi PCM-ek kezelésében, mint sztochasztikus blokk modellek becslésre és

spektralis klaszterezés adaptélasa ritka matrixokra O(nlogn) komplexitas fenntartasara.

Osszefoglalva, a bemutatott eljaras pozitivitast és normalizalast megérzé numerikus
modszer a Frobenius-LS célfiiggvény stacionarius pontjainak keresésére; globalis optimali-
tés és inicializalastol fliiggetlen egyediség altalanosan nem garantilt, mert az alapproblé-
ma nemkonvex. A jelen dolgozat nem 1j axiomatikit ad a stulyszarmaztatasra, hanem a
klasszikus Frobenius-LS célfiiggvényhez egy projektalt numerikus iteraciés eljarast, vala-

mint nagyméretldi PCM-ekre egy grafon-alapt kozelitést.

8. Koszonetnyilvanitas

Ko6szoném témavezetéimnek a tdmogatast, az irAnymutatast és a tiirelmet, amely nélkiil

ez a munka nem johetett volna létre.

IMegjegynés: az n = 100 értékek alacsonyabbak lehetnek n = 50-nél véletlen variacié miatt, ugyanakkor Gsszhangban
vannak az elméleti varakozasokkal.
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9. Filiggelék

3. Gradiensprojekcids fixpont-iteracié AHP stulyvektorokhoz
3.1. Tétel. Tegyiik fel A\ = |Aa —n| > 0. Akkor
|A — W]z > Aaviu>0.
Bizonyitds. A matrixnormak kapcsolatat hasznélva (|| - ||o < || - ||#), van
A =Wz [[uf2 = (A = W)ull; = [[Au = Awulf,.

Mivel |lulls = 1, az egyenldtlenség || - |2 < || - [|r és Cauchy-Schwarz alapjan,

[VI(A — W)u|

[vll2

IA = Wi[p > [|A =Wl > [[(A = W)ull; >

Mivel vIA = Aav? és Wu = A\wu, ahol \w = n, kapjuk
V(A = W)u| = |(Aa —n)viu| = Aaviw

|v]l2 = 1 esetén az allitas kovetkezik. O

3.1. Lemma (Projekci6 optimalités a csonkolt simplexen). Legyen x = Ilg_(y) az euklide-
szi projekcid a csonkolt S; = {w € R" | > w; =1, w; > €} halmazra. Akkor létezik n € R
és eqy vektor v > 0 gy, hogy

x=y—nl—v, vi(x; —e) =0 Vi.

Ha x € int(S.) (azaz x; > € minden i-re), akkor v =0 és igy x =y — nl.

Bizonyitds. Kovetkezik a projekcio KKT-feltételeibdl egy affin halmaz metszetén a nemne-
gativ ortanssal (eltolt valtozat) [16]. O
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3.2. Tétel (Fixpont létezése). Rigzitsink eqy o > 0 konstanst. A leképezés h.(w) =
IIs.(w — aV f(w)) folytonos S.-en, és Se-be képez. Brouwer fixpont-tételével h.-nak van
legaldbb egy firpontja wi € S.. Hamin; w?, > €, akkor a fitpont belsd pont, és V f(w?) = ul

alkalmas pn € R-rel (Lagrange-stacionaritds).

Bizonyitds. S. nem iires, kompakt és konvex; mivel S. C (0,00)", Vf folytonos S.-en, és

ITs. 1-Lipschitz (nem-expanziv):

s, (x) = s, (¥)[l2 < [1x = yll2,

igy h. : S. — S. folytonos. Brouwer tétele alkalmazhato.

Bels§ fixpontra az el6z6 lemma szerint v = 0 és 1étezik 77, amelyre
wi =w. —aVf(wl) -,

tehat Vf(w?) = (n/a)l, ami a Lagrange-stacionaritas p = n/a-val. Megjegyezziik: ez
nem jelent automatikusan globélis optimumot, mert az LS-célfiiggvény f altaldban nem

konvex. O

3.3. Tétel (Armijo szerinti viselkedés). Az Armijo-szabdly szerinti lépéshossz o) esetén
az iterdcid (2) célfigguényértékei monoton nem névekvdk, és minden S.-beli akkumuldcids
pont w* kielégiti a projektdlt stacionaritdsi feltételt w* = llg (w* — oV f(w*)). Belsd
akkumuldcios pontra V f(w*) = ul. A w* pont szigori lokdlis minimum, ha a transzformdlt
Hesszidin BTV? f(w*)B poziliv definit, ahol B a tangens tér Ts = {y € R" | 1Ty = 0}
ortonormdlt bdzisa. Globdlis optimalitds és inicializaldstol figgetlen egyediség dltaldnosan

nem garantdlt, mivel az LS-probléma nemkonvez.

Bizonyitds. Az Armijo-szabaly miatt f(w**+D) < f(w®)) — y||wEH) —w®) |2 igy f(w*)
monoton nem noévs [16]. Mivel S. kompakt, {w¥)}-nek van konvergens részsorozata. A
monoton csdkkenés miatt |[w* ) — w® |, — 0, ezért minden akkumuldciés pont kielé-
giti w* = Ilg (w* — aV f(w*)). Belsé pontra a fenti tétel adja Vf(w*) = pl-t. Ha
BTV2f(w*)B = 0, a masodik rendii elégséges feltétel biztositja a szigorti lokalis minimu-

mot [16]. O

3.4. Tétel. Legyen A’ eqy hidnyos pdros 6sszehasonlito mdtriz ismert értékekkel Q' -ben. Az
optimalizdldsi probléma (fo minimalizdldsa S felett) konzisztens megolddst ad (fo(w*) =0)

akkor és csak akkor, ha barmely ciklus (i1,12), ..., (ix,11) G-ben a szorzat kielégiti, hogy
Qjyip Qigig * ** Qgpiy = 1.

A megoldds (a normalizdlds mellett) egyedi, ha G Gsszefiiggd, azaz c = 1 és rank(M) = n—1.

A puszta || > n — 1 feltétel onmagdban nem elégséges; az dsszefiiggdség is szikséges.

Bizonyitds. Konzisztenciara, ha a;; = w;/w; minden (7, j) € € esetén, akkor egy ciklusra
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(?:17 i2)7 <i27 Z-3>7 ey (Zlﬁ i1>:

iy Gigiy *** Qigiy = — * — -+ — = L.

Ha ez teljesiil, akkor fo(w*) = 0. Forditva, ha a ciklusfeltétel nem teljesiil, nincs w, amely
kielégiti az Osszes Osszehasonlitast, és fo(w*) > 0.

Az egyediséghez tekintsiik a rendszert
Inw; —Inw; = Ina; (i,5) €

esetén, frva mint Mx = b, ahol x = [Inw,...,Inw,]T, M egy |Q| x n logaritmikus
incidencia-tipusti matrix, és b = [Ina;;]ijjeor- M rangja n — ¢, ahol ¢ az G Gsszefiiggs
komponenseinek szdma [29]. Ha G Osszefiiggs (¢ = 1), akkor rank(M) = n — 1, és a

megoldas (skalart erejéig) egyedi, amelyet > w; = 1 rogzit. O

3.5. Tétel. Eqy hidnyos mdtriz A'-re Y -vel, amely kielégiti a 3.4. tétel feltételeit (ciklus-
feltétel és G Gsszefiiggs), és A’ konzisztens, az iterdcic (2) (F = fo-val) S.-beli fizponthoz
konvergdl, amely kielégiti w} /w; = a;; minden (i,j) € Q' esetén. A megoldds (a normali-
zilds mellett) eqyedi szigori lokdlis minimum, ha a transzformdlt Hesszidn BTV? fo(w*)B

pozitiv definit.

Bizonyitds. A leképezés h.(w) = Ilg (w — aV fo(w)) folytonos, mivel V fq folytonos S. C
(0,00)™-en, és Ilg. Lipschitz-folytonos. S. kompakt és konvex, Brouwer fixpont-tételével
letezik fixpont. Konzisztens matrixoknal létezik w* tgy, hogy fo(w*) = 0. Az Armijo-
szabaly biztositja fo(w®)) monoton csokkenését, és minden akkumuldciés pont stacionarius
(lasd eloz6 a 3.3. tétel). Ha G Osszefiiggs, rank(M) = n — 1, és BTV? fo(w*)B pozitiv

definit, akkor a megoldés egyedi szigort lokélis minimum. O

3.6. Tétel. Egy inkonzisztens A'-re Q' -vel, amely kielégili a fenti grdffeltételt, az iterdcio
(2) (F = fq-val) dltaldban nem ad zérus hibaji megolddst: a célfigguényértékek monoton
nem novekvdk, és belsd akkumuldcios pont a Lagrange-stacionaritdst teljesiti. Szigori lo-
kdlis minimum csak akkor dllithato, ha BTV? fo(w*)B pozitiv definit; globdlis egyediséq és
optimalitds dltaldnosan nem garantdlt. A pontossdg rekonstrukcios/becslési lépésként ja-
vithatd gy, hogy a hidnyzo értékeket a,;; = wy /wj, (i,7) ¢ Q' becsléssel potoljuk, majd az

iterdciot ujraalkalmazzuk; ez nem ondllo konvergencia- bizonyitds.

Bizonyitds. Inkonzisztens matrixoknal altaldban nincs olyan w, amely az Osszes a;; =
w;/w; feltételt kielégiti, igy fo(w*) > 0. Az iteracié azonban az S, kompakt voltan és
az Armijo-szabalyon keresztiil stacionarius pontba konvergélé részsorozatokat ad. A hiany-
z6 elemek rekonstrukcioja a;; = wgk) / w](-k) frissiti (2-t, M-et és b-t; a folyamat ismétlsdik,
amig fo(w®) < ep. Stirtd Q' (|Q| > [n(n —1)/2]) gyakorlatilag javitja a numerikus stabi-
litast, mivel rank(IM) kozelit n — 1-hez, csokkentve a kondicioszamot. Globalis optimalités

vagy inicializalastol fiiggetlen egyediség altaldnosan nem garantalt. O]
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4. Dinamikus projekciés eljaras AHP-hez

4.7. Tétel. Legyen R € R eqy inkonzisztens additiv PCM, felbontva R = Ro+Ry-re, ahol
Re € R, Ry € RE. A standard projekcid Re = Z?;f(R, E)r E;, és a dinamikus bdzis
F; = E; + aju;, ahol u; € RY, |uillp = 1, és {F/}!=}' a Gram-Schmidt eljdrdssal kapott
ortonormdlis bazis. Léteznek a; € [—e,e] (e > 0, kicsi) gy, hogy a perturbdlt projekcic
R, =S (R, F/)p F! kielégiti |R — Ry||r < |R — Re||r.

Bizonyitds vdzlat. Az R tér zart lineéris altér a Frobenius-skalarszorzo (X, Y)r = tr(X'Y)
mellett, ezért Hilbert-térbeli ortogonalis felbontés 1étezik: R = Ro®R, a megfelels ortogo-
nalis projektorokkal Ilg és Ilz.. Az ortogonalitasbol kovetkezik a Pitagorasz-tulajdonsag:
IR||% = |[IIrR||% + ||z R/||%. Dinamikus ortonormalt bazis barmely R-t kifeszits gene-

ratorrendszerbdl elGallithatd Gram—Schmidt-eljarassal. n

4.8. Tétel (Sulyozott projekcié hibametrika szerint).
A silyozott projekcid REG = S0 pi (R, F!)p F!, ahol F! a dinamikus ortonormdlis bdzis,

és p; a megbizhatosdagi sily:
Var ™ (r;,,)

>t Var (1)

(a p; jeldlést haszndljuk, mert a prioritdssilyokat w; jeldli), R olyan silyokat ad v; =

Pi

% Z?Zl(Rg)ij, amelyek a megbizhatdsdagra érzékeny silyozott hibanorma szerint nem rosszab-
bak, mint a sulyozatlan projekciobdl kapott kézelités. A normdk ekvivalencidja miatt létezik
c >0, hogy

n—1
IR —R¢llr < c|R-Rglr, Re=) (RE)rF.
i=1
A sima Frobenius-normdra |R — RE||r < |R — Ry||p nem dltaldnosan teljesiil; ehhez

tovdbbi feltételek sziikségesek.

Bizonyitds vdzlat. A stlyozott projektor I}y a kovetkezs minimumfeladat megoldasa:
minxcg [|R — X||%, = minxer (R — X, R — X)y, ahol (X, Y)w = (WX, Y)r, W = 0. Ez
a stlyozott ortogonélis vetités definicioja.

A normak ekvivalencidja miatt létezik ¢ > 0, hogy [|[R — I} (R)||r < ¢||R —IIr(R)||r.
A sima Frobenius-norma szerinti javulas (¢ < 1) kiilon feltételeket igényel; altalanosan csak

a normak ekvivalencidjabol adodoé ¢ > 0 allithato. O

4.9. Tétel. Fgy additiv PCM-re R € R n < 10 mellett, a projekcic R*-re a {F!} bdzissal
olyan sulyokat ad v; = %2?21(}%0)1'3‘7 amelyek hibdja korldtozva /N omax(R)-nel, ahol e

a gépi pontossdg €s omax(R) az R legnagyobb szinguldris értéke.

Bizonyitds vdzlat. A linearis ortogonalis projekci6 Hilbert-térben nemexpanziv, azaz 1-
Lipschitz tulajdonsagi. Ezért barmely R, R’ esetén

Mr(R) - Hr(R)[|r < [[R - R/

Ez az ortogondlis vetités altalanos tulajdonsiga, amely az ortogonalitasbol és a Pitagorasz-
felbontashol kovetkezik. O
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4.10. Tétel. Az

inkonzisztencia-mérd régziti a ciklikus eltéréseket és nem nulla inkonzisztens PCM-eknél.

Bizonyitds vizlat. A |R;||r mennyiség R tavolsiga a konzisztens altértdl (Frobenius-, azaz
euklideszi értelemben), mivel R; = IIg: (R).

A klasszikus C'I/CR mutato ezzel szemben a multiplikativ térben fellépé spektralis
eltérést méri, tipikusan a A\, — n mennyiségen keresztiil.

A kett6 kozti kapcsolat standard stabilitasi és spektralis perturbacios érvekbdl adodik:
Weyl-tipusi becslések a sajatértékekre, valamint log-doménbeli linearizacid, amelyek meg-
felels C' > 0 konstans mellett |R;||r < C' k(A) alaki korlatot biztositanak. O

4.11. Tétel. Egy hiinyos PCM-re R € R dsszefiiggd dsszehasonlito griffal, a projekcio
R*-re a {F]} bdzissal sulyokat ad v; = %Z?Zl(Rc)ij, hibdval korldtozva € \/n omax(R/)-
nel, ahol £ a gépi pontossdg és omax(R') a kitéltott mdtriz R’ legnagyobb szinguldris értéke.
Minden hidnyzd elemre r;; szamitunk egy sulyozott dtlagot az i és j csicsokal 0sszekdtd

0sszes utvonalon az dsszehasonlito grdafon:

Tij = Z By (Tipy + Tpips + 70+ + Tpyj),
PEP;;

ahol Pi; az i-161 j-ig tarto dsszes tutvonal halmaza, és

e—hossz(p)

—hossz(q)
qupij €

priorizdlja a révidebb tvonalakat, ahol hossz(p) a p dtvonal éleinek szdma.

ﬁp:

Bizonyitds. A feladat egy sulyozott legkisebb négyzetes projektalas R-re hianyos minta
felett. Az u-paraméterezésben a célfiiggvény szigortian konvex, ezért egyértelmd minimum-
pont létezik. Fz a minimumpont éppen a silyozott ortogondlis vetités, vagyis a megoldés
1} (+) alakban adodik. O

4.12. Tétel. Egy hianyos PCM-re akdr L(Z)/QJ hidnyzo elemmel és Gsszefiiggd 6sszeha-
sonlito grdffal, a projekcio R*-re rangstabilitdst ad: a rangfordulds valdszinisége korldtozva

eN*\/N Tmax (R))-nel.

Bizonyitds vdzlat. Konzisztens skalazas multiplikativ térben additiv térben konstans elto-
lasnak felel meg: u +— u+cl. Ez az eltolas nem valtoztatja a [Ig (log A) objektum rangjat,
mivel a konstans irany nem modositja az altérre vett vetités lényegi dimenziojat. Igy a

rang invarians. O
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5. Grafon alapt médszer nagy méretii PCM-ekhez

5.13. Tétel (Zajos modell: log-térbeli hiba alsé korlat). Tegyiik fel, hogy A;; = W;j e,

Wij = o, €ij ~ N(0,0?), fiiggetlen zajjal (i # 7). Ekkor a log-térbeli Frobenius-hiba tipikus
J

nagysdgrendje || log A —log W || 2 no, azaz a minimdlisan elérhetd hiba a mdtrizmérettel

€s a zajszinttel skdldzodik.

Bizonyitds. Legyen A;; = W;e®9, W, = 5—7, gij ~ N(0,0?), és definialjuk L = log A,

M = log W. Ekkor elemenként L;; — M;; = log(W,;e) — log W;; = ¢;;. Kovetkezésképp
L= M2 = S,k — My = X, 2% Mivel B[22 = o2, adodik E|L — M3 —
> i, Elef] = n?o® Tovabba -, ef,/0® ~ x2,, ezért x* eloszlas tulajdonsaga miatt
|IL—M]|lp=0yx2 =no(l+o(l)) nagy valosziniiséggel, amibél lathato hogy:
E|L—M|r =~ no. Ez megmutatja, hogy a log-doménbeli hiba tipikus értéke legalabb no

nagysagrendt, tehat ez az als6 hatéar. O

5.14. Tétel (Grafon-kozelités konvergencia). Legyen A™ egy PCM-sorozat, amelyre
AZ(?) = W(%, %) %, e;; ~ N(0,0?). Spektrdlis klaszterezéssel kapott blokkos grafon-kizelités
mellett a kozelités W™ konvergdl W -hez vdgds-tdvolsdgban, és log-térben a Frobenius-hiba

nagysdgrendje || log AM™ —log W™||r ~ no nagy n esetén.

Bizonyitds. A spektralis klaszterezés a legnagyobb k sajatvektor altal kifeszitett altérre
vetit, és igy blokk-allando kozelitést ad W -re. Grafonelméleti eredmények alapjan [13,
14] ez a vetités a vagastavolsagot kontroll alatt tartja. Logaritmikus térben legyen R =
logA, R, =logW,. Ekkor az eltérés Frobenius-normaban |R — R, ||r & no. A vagas-
tavolsag becsiilhets a Frobenius-norméaval: dey (A, W,,) < %. Kis zaj esetén ei —
1 & g;;, ahol £;; ~ N(0,0?), igy E|A — W, || = no. Ebb6l kivetkezik dew (A, W,,) S 0. A
geometriai kdzép alapt finomitas a konzisztens altérbe vetit, és ortogonalis projekcioként

nem noveli a Frobenius-hibat. Ezért a konvergenciaallitas fennall. O]
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