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1. Torténeti bevezetés

A kvantumelmélet torténetének egyik els§ allomasa MAX PLANCK kvantumhipotézise: a
feketetest-sugarzas energiaeloszlasat Planck tgy tudta levezetni, ha feltette, hogy egy iireg-
ben 1év§ elektromégneses sugarzas energidja nem vehet fel akidrmilyen értéket, a v frekven-
cidja modus energiija csak az

E=hv

elemi energiakvantum egész szamu t6bbszorose lehet.

Ezutan a kvantumelmélet fejlédése a kvantummechanika irdnyaban indult meg: a cél az
atomok szinképének megmagyarazasa volt. Ebben az els§ sikereket NIELS BOHR a hatas
kvantalasan alapul6 elmélete tudhatta magaénak (els6 kvantumelmélet). A kvantummecha-
nika modern fegyvertaranak (Hilbert-tér, allapotvektor, hullamfiiggvény, operatorok) beve-
zetése WERNER HEISENBERG, ERWIN SCHRODINGER, P. A. M. DIRAC, P. JORDAN és
NEUMANN JANOS nevéhez fiiz6dik. Az elmélet kiépitése a XX. szdzad huszas-harmincas
éveire tehetd.

Az er6terek kvantalaséra az elmélet - annak ellenére, hogy ez volt az egyik kiindulépontja
- csak a kvantummechanika kiépitése utan valt alkalmassa. Mint 1atni fogjuk, ezt a kanonikus
formalizmus tette lehetGvé: ennek segitségével a klasszikus mechanika és a klasszikus mezGel-
méletek formailag hasonlé alakra hozhatok, és ilymoédon a kvantummechanikdban megismert
modszerek a terek kvantumelméletébe atvihetsk.

Az atvitel legegyszertibben a linearis téregyenletek esetén lehetséges: ekkor egy véges
térrészt vizsgélva, ott a Fourier-transzformacioé segitségével a mez6 oszcillatorok Osszegeként
foghato fel, a kvantummechanika szerint az oszcillator energidjanak kvantuma

hw,

igy a térkvantalas visszavezethet§ az oszcillator kvantumelméletére.

Az els6 nehézségek is itt 1éptek fel: a sugarzasi tér végtelen szabadséigi foku rendszer, igy
az oszcillatorfelbontésaban is végtelen szamu oszcillator 1ép fel. Ezen oszcillatorok zérusponti
energiai a Hamilton-operatorban egy végtelen alapéallapoti jarulékot adnanak. Latni fogjuk,
hogy ez a Hamilton-operdtor normalrendezése révén kikiiszobolhetd.



2. Alapgondolat, kanonikus kvantalas

A kanonikus kvantalis alapgondolatat itt a skalarmezd esetére mutatjuk be. Magasabb heli-
citasi (példaul vektormezs: elektrodinamika) esetén lényegében ugyanez az eljaras alkalmaz-
hato, tovabbi nehézséget csak a mellékfeltételek (mértékvalasztas, kényszerek) jelentenek.
A szabad mez6k esetén azonban altalaban a kényszerek kezelése is megoldhaté (1d. az
elektrodinamika Gupta-Bleuler-kvantalasés, illetve a Hamilton-Dirac-formalizmust). Erde-
kességként jegyezziikk meg, hogy a kanonikus gravitacio (ADM-formalizmus) esetén nem ez
a helyzet: itt a kényszerfeltételekben maig sem sikeriilt az operatorok egy olyan rendezését
megtalalni, amellyel a kényszeroperatorok megfelel tulajdonsagai biztosithatok lettek volna.
A kanonikus kvantalas kiindulépontja a Lagrange-formalizmus. A skalarmez& Lagrange-

fliggvénye:
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Innen a klasszikus mechanika mintajara a kanonikus impulzus:
oL 0 Op
m = = = —
e ¥ Bt
igy a Hamilton-fiiggvény:
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A kanonikus kvantalis soran a térmennyiségeket operdtorokkal helyettesitjiik, és a kanonikus
koordinatékra és impulzusokra kikotjiik a kanonikus kommutatorrelaciot:

[7(x,t), p(x',t)] = thd(x —x'). (3)

3. Fizikai értelmezés: Fock—tér

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy hogyan magyarizza meg a fenti elmélet a terek
részecskejellegét (ilymodon a foton 1étét és a Planck-féle kvantumhipotézist is.) Ennek érde-
kében fejtsiik ki a térmennyiséget Fourier-sorba:

(1) = / 28(p? — m?)a(p)e " (4)

A deltafiiggvény azt biztositja, hogy az (1) Lagrange-fliggvénybél szarmazo téregyenletnek,
azaz a Klein-Gordon-egyenletnek eleget tegyen a ¢. Ezt a Dirac-delta tulajdonsagai alapjan,
és a valossag figyelembe vételével atalakithatjuk:
d*p , .
t) = : —ipx T ipx ’ 5
o) = [ G {ale)e ™ +al (o)) )

illetve teljesen hasonléan:

(x,t) = —i/ (262;2 {a(p)e—ipz _aT(p)eipac} 7 (6)



valamint ezeket az Osszefiiggéseket megforditva:

a(p) = —1i / dz {iw(p)e? p(x) — P m(x)} . (7)

Ekkor kapjuk a .
[a(p), a'(p)] = (27)*2w(p)d(p—p) (8)

kommutatorrelaciot, illetve felirhatjuk ezekkel az operatorokkal a Hamilton-operatort:

Cpi._ d’p i’ (b)a
L P= / DL (p)a(p)

| 5 (9)
P d’p J(p)a
.H.—/(%)Sw(p)hw(p) (p)a(p),

(Vegyiik észre a norméalrendezés hatésat: enélkiil az integral divergalna: az alapéallapoti ener-
gia végtelennek adodna, ami értelmetlen.)

Innen mér leolvashatjuk az operatorok fizikai jelentését: az a(p) operator a p impulzust
részecskeallapot keltGoperatora, a(p) pedig az eltiintets. Az

N(p) = a'(p)a(p) (10)

pedig az ugyanezen impulzushoz tartoz6 részecskeszam-operator. Ekkor a kiilonbo6zé allapo-
tokat is fel tudjuk irni. Az az allapot, amelyet az Osszes eltiintetGoperator a nullaba visz:

10)

a vakuumallapot (nem tévesztends dssze a 0 vektorral!), ezekbe egy részecskét keltve kapjuk
a

Ip)

egyrészecskedllapotokat, majd hasonléan a sokrészecskeallapotokat:

’pla"'apN>-

Igy tehat az allapottér szerkezete:
H=Ho®H,DH2D... (11)

azaz a teljes Fock-tér a kiilonb6z6 n-részecske-allapotokhoz tartozo6 alterek direkt Osszege.

Weinberg a térkvantalasnak egy a fentihez képest forditott felépitését adja: feltételezi,
hogy vannak részecskék, és hogy az elmélet Hilbert-tere a fenti alaktu. Ezutan bevezeti a kelts-
és elttintetGoperatorokat, majd az elmélet relativisztikus alakjaval indokolja, hogy miért kell
a mezdket az (5) formulaval bevezetni. A Hamilton-operatort szintén mint az elmélet egyik
lehetséges, a szimmetridkat figyelembe vevs felépitését targyalja.

Fontos még megjegyezniink, hogy feles spint részecskék (fermionok) esetén a fenti eljaras
hasonléan véghezvihetd, azonban ekkor a kelt és eltiintet§ operatorokra nem kommutator-
relaciot, hanem antikommutator-relaciét kell elGirnunk.



4. Szimmetriak

Az elmélet szimmetriai abrazolédnak az allapottéren. WIGNER JENO tétele szerint ez az
abrazolas vagy unitér:

({UD,UT) = (d, T)
(12)
U(ED+nT) = EUD+nUT,

vagy antiunitér

({UD,UT) = (T, D)
(13)
U(ED+nT) =& UD+n* U,

operatorokkal torténik.
Ekkor természetesen az abrazolast az allapottér operatoraira is ki kell terjeszteni az

O'=U0U"!

formuléaval.
Gyakran az abrazolasban tobb mez6 szerepel (pl. U(1) esetén a komplex mezd valos és

képzetes része):
1 i I
L= 5%: <8,~g0A6 goA—Em goA) )
Ekkor az abrazolas téridészimmetridk esetén:

U(A)®a(p) = Z C(A)aarpa(Ap),
Py

(az abrazolasokra még kés6bb visszatériink), illetve bels§ szimmetridk esetén
U(g)®a(p) =Y C(9)anpa(p).
A/

A Noether-tétel szerint a szimmetriacsoport minden egyparaméteres részcsoportjihoz
tartozik egy megmaradd aram:

Jhy = #i(x)(ﬁ)tzc%&c(x) (14)

amelyre:

Ez azt jelenti, hogy a megfelel§
QA:/d?)ng(x)

toltés megmarad.

Szintén a szimmetridknal kell megemliteniink a mérték-elvet: bizonyos globalis szimmet-
ridk mellett bevezethetiink helyfliggs szimmetridkat is. Azt azonban figyelembe kell venniink,
hogy a hely- és id6fiiggés nem lehet akdrmilyen: a fénykipon beliil megkoti a dinamika a szim-
metriatranszformaciot. A kompenzalé mezd is dinamikai (részletesen lasd: Patkos—Polonyi,
vagy a 8-dik tétel).



5. A téridészimmetriak abrazolasa
Tekintsiink egy, az identikustol csak egy kicsit eltér§ Lorentz-transzforméciot:
Al =0 +wj.

Ekkor a megfelel§ abrazolé operator (az exponencialis els6 tagja):
|y i pi
U(l—i—w,e):l—i—izwijJ —ie; P’

Ekkor a generatorok (J, P) 6nadjungaltak, J antiszimmetrikus. A Noether-tételnek meg-
felel6en: P az impulzus, J pedig az impulzusmomentum operatora. Ezek az operatorok a
Poincaré-algebranak tesznek eleget:

Z[JU, Jkl] — n]kal _nsz]l _nlkjkj +nlijz7
Z[Pl, Jk:l] — nikpl_,,,,ilpk) (16)
[P*, P/l =0.

A generatorok 3+1-felbontasa: a Hamilton:

H=p° (17)
az impulzus:
P = (P!, P P (18)
az impulzusmomentum:
J=(J%, 7%, 1), (19)
valamint a boostok generatorai:
K = (JU, J%, J%). (20)
Ezek kommutatorai:
= ZEz‘ijk
[Jz, Kj] = iein Ky
[Ki, JJ] = léiijk
[Ji, Bj] = i P (21)
(K, Pj] = —iHd;;
[Ji,H|=|P;,H|=[H,H|=0
[K;, H] = —iP;.

6. A téridészimmetridk hatasa az egyrészecske-allapotokon

A hatéas a fentiek szerint:
UM Vo= CogTpp o



Bevezetve egy, az adott impulzushoz tartoz6 Lorentz-transzformaciot:
p' = Lik",
ahol k= (1,0,0,1) (illetve k£ = (1,0,0,0)), és a
W (A, p) = L(Ap) 1AL(p)

Wigner-forgatast, kapjuk: A A
Wikh =k,

illetve:
UV, =

N(p)
N(Ap) ; Do (W(A; )V apor-

6.1. A tikrozések abrazolasa

A CPT-transzforméaciok az alabbi médon transzformaljék el a Lorentz-csoport generatorait:

PIP'=1J

PKP'=-K

PPP'=-P

TIT ' =-J (22)
TKT '=K

TPT '=-P

PHP'=THT '=H
Ezek abrazolasakor megjelenik egy fazisfaktor:
P:M>0 PV,,=n¥p,,,

illetve A
T:-M>0 TV,,=((—-1)"¥p,_,,

valamint tomegtelen mezdére:
P:M=0 PV,,=n,e""""Vp, .

illetve '
T:M=0 TV,,=C(eVp,,.

A CPT-tétel kimondja, hogy minden lokalis relativisztikus kvantumtérelméletnek a C'PT
kombinalt tiikrozés szimmetriaja.



