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1. Történeti bevezetés

A kvantumelmélet történetének egyik els® állomása Max Planck kvantumhipotézise: a
feketetest-sugárzás energiaeloszlását Planck úgy tudta levezetni, ha feltette, hogy egy üreg-
ben lév® elektromágneses sugárzás energiája nem vehet fel akármilyen értéket, a ν frekven-
ciájú módus energiája csak az

E = hν

elemi energiakvantum egész számú többszöröse lehet.
Ezután a kvantumelmélet fejl®dése a kvantummechanika irányában indult meg: a cél az

atomok színképének megmagyarázása volt. Ebben az els® sikereket Niels Bohr a hatás
kvantálásán alapuló elmélete tudhatta magáénak (els® kvantumelmélet). A kvantummecha-
nika modern fegyvertárának (Hilbert-tér, állapotvektor, hullámfüggvény, operátorok) beve-
zetése Werner Heisenberg, Erwin Schrödinger, P. A. M. Dirac, P. Jordan és
Neumann János nevéhez f¶z®dik. Az elmélet kiépítése a XX. század húszas-harmincas
éveire tehet®.

Az er®terek kvantálására az elmélet - annak ellenére, hogy ez volt az egyik kiindulópontja
- csak a kvantummechanika kiépítése után vált alkalmassá. Mint látni fogjuk, ezt a kanonikus
formalizmus tette lehet®vé: ennek segítségével a klasszikus mechanika és a klasszikus mez®el-
méletek formailag hasonló alakra hozhatók, és ilymódon a kvantummechanikában megismert
módszerek a terek kvantumelméletébe átvihet®k.

Az átvitel legegyszer¶bben a lineáris téregyenletek esetén lehetséges: ekkor egy véges
térrészt vizsgálva, ott a Fourier-transzformáció segítségével a mez® oszcillátorok összegeként
fogható fel, a kvantummechanika szerint az oszcillátor energiájának kvantuma

~ω,

így a térkvantálás visszavezethet® az oszcillátor kvantumelméletére.
Az els® nehézségek is itt léptek fel : a sugárzási tér végtelen szabadsági fokú rendszer, így

az oszcillátorfelbontásában is végtelen számú oszcillátor lép fel. Ezen oszcillátorok zérusponti
energiái a Hamilton-operátorban egy végtelen alapállapoti járulékot adnának. Látni fogjuk,
hogy ez a Hamilton-operátor normálrendezése révén kiküszöbölhet®.
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2. Alapgondolat, kanonikus kvantálás

A kanonikus kvantálás alapgondolatát itt a skalármez® esetére mutatjuk be. Magasabb heli-
citású (például vektormez®: elektrodinamika) esetén lényegében ugyanez az eljárás alkalmaz-
ható, további nehézséget csak a mellékfeltételek (mértékválasztás, kényszerek) jelentenek.

A szabad mez®k esetén azonban általában a kényszerek kezelése is megoldható (ld. az
elektrodinamika Gupta�Bleuler-kvantálását, illetve a Hamilton�Dirac-formalizmust). Érde-
kességként jegyezzük meg, hogy a kanonikus gravitáció (ADM-formalizmus) esetén nem ez
a helyzet: itt a kényszerfeltételekben máig sem sikerült az operátorok egy olyan rendezését
megtalálni, amellyel a kényszeroperátorok megfelel® tulajdonságai biztosíthatók lettek volna.

A kanonikus kvantálás kiindulópontja a Lagrange-formalizmus. A skalármez® Lagrange-
függvénye:

L=
1

2
∂iϕ∂iϕ− 1

2
m2ϕ2. (1)

Innen a klasszikus mechanika mintájára a kanonikus impulzus:

π =
∂L

∂∂0ϕ
= ∂0ϕ =

∂ϕ

∂t
,

így a Hamilton-függvény:

H = π∂0ϕ−L=
1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 +

1

2
m2ϕ2. (2)

A kanonikus kvantálás során a térmennyiségeket operátorokkal helyettesítjük, és a kanonikus
koordinátákra és impulzusokra kikötjük a kanonikus kommutátorrelációt:

[π(x, t), ϕ(x′, t)] = i~δ(x−x′). (3)

3. Fizikai értelmezés: Fock�tér

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy hogyan magyarázza meg a fenti elmélet a terek
részecskejellegét (ilymódon a foton létét és a Planck-féle kvantumhipotézist is.) Ennek érde-
kében fejtsük ki a térmennyiséget Fourier-sorba:

ϕ(x, t) =

∫
2πδ(p2−m2)a(p)e−ipx. (4)

A deltafüggvény azt biztosítja, hogy az (1) Lagrange-függvényb®l származó téregyenletnek,
azaz a Klein�Gordon-egyenletnek eleget tegyen a φ. Ezt a Dirac-delta tulajdonságai alapján,
és a valósság �gyelembe vételével átalakíthatjuk:

ϕ(x, t) =

∫
d3p

(2π)32ω(p)

{
a(p)e−ipx +a†(p)eipx

}
, (5)

illetve teljesen hasonlóan:

π(x, t) =−i

∫
d3p

(2π)32

{
a(p)e−ipx−a†(p)eipx

}
, (6)
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valamint ezeket az összefüggéseket megfordítva:

a(p) =−i

∫
dx

{
iω(p)eipxϕ(x)−eipxπ(x)

}
. (7)

Ekkor kapjuk a [
a(p), a†(p′)

]
= (2π)32ω(p)δ(p−p) (8)

kommutátorrelációt, illetve felírhatjuk ezekkel az operátorokkal a Hamilton-operátort:

: P i : =

∫
d3p

(2π)3ω(p)
pia†(p)a(p)

:H : =

∫
d3p

(2π)3ω(p)
~ω(p)a†(p)a(p),

(9)

(Vegyük észre a normálrendezés hatását: enélkül az integrál divergálna: az alapállapoti ener-
gia végtelennek adódna, ami értelmetlen.)

Innen már leolvashatjuk az operátorok �zikai jelentését: az a†(p) operátor a p impulzusú
részecskeállapot kelt®operátora, a(p) pedig az eltüntet®. Az

N (p) = a†(p)a(p) (10)

pedig az ugyanezen impulzushoz tartozó részecskeszám-operátor. Ekkor a különböz® állapo-
tokat is fel tudjuk írni. Az az állapot, amelyet az összes elt¶ntet®operátor a nullába visz:

|0〉

a vákuumállapot (nem tévesztend® össze a 0 vektorral !), ezekbe egy részecskét keltve kapjuk
a

|p〉

egyrészecskeállapotokat, majd hasonlóan a sokrészecskeállapotokat:

|p1, . . . ,pN〉.

Így tehát az állapottér szerkezete:

H =H0⊕H1⊕H2⊕ . . . (11)

azaz a teljes Fock-tér a különböz® n-részecske-állapotokhoz tartozó alterek direkt összege.
Weinberg a térkvantálásnak egy a fentihez képest fordított felépítését adja: feltételezi,

hogy vannak részecskék, és hogy az elmélet Hilbert-tere a fenti alakú. Ezután bevezeti a kelt®-
és elt¶ntet®operátorokat, majd az elmélet relativisztikus alakjával indokolja, hogy miért kell
a mez®ket az (5) formulával bevezetni. A Hamilton-operátort szintén mint az elmélet egyik
lehetséges, a szimmetriákat �gyelembe vev® felépítését tárgyalja.

Fontos még megjegyeznünk, hogy feles spin¶ részecskék (fermionok) esetén a fenti eljárás
hasonlóan véghezvihet®, azonban ekkor a kelt® és eltüntet® operátorokra nem kommutátor-
relációt, hanem antikommutátor-relációt kell el®írnunk.
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4. Szimmetriák

Az elmélet szimmetriái ábrázolódnak az állapottéren. Wigner Jen® tétele szerint ez az
ábrázolás vagy unitér:

〈UΦ, UΨ〉= 〈Φ, Ψ〉
U(ξΦ+ηΨ) = ξUΦ+ηUΨ,

(12)

vagy antiunitér
〈UΦ, UΨ〉= 〈Ψ, Φ〉

U(ξΦ+ηΨ) = ξ∗UΦ+η∗UΨ,
(13)

operátorokkal történik.
Ekkor természetesen az ábrázolást az állapottér operátoraira is ki kell terjeszteni az

O′ = UOU−1

formulával.
Gyakran az ábrázolásban több mez® szerepel (pl. U(1) esetén a komplex mez® valós és

képzetes része):

L=
1

2

∑
A

(
∂iϕA∂iϕA−

1

2
m2ϕ2

A

)
.

Ekkor az ábrázolás térid®szimmetriák esetén:

U(Λ)ΦA(p) =
∑
A′

C(Λ)AA′ϕA′(Λp),

(az ábrázolásokra még kés®bb visszatérünk), illetve bels® szimmetriák esetén

U(g)ΦA(p) =
∑
A′

C(g)AA′ϕA′(p).

A Noether-tétel szerint a szimmetriacsoport minden egyparaméteres részcsoportjához
tartozik egy megmaradó áram:

J i
A =

δL
δ∂iϕB(x)

(tA)BCϕC(x) (14)

amelyre:
∂iJ

i
A = 0. (15)

Ez azt jelenti, hogy a megfelel®

QA =

∫
d3xJ0

A(x)

töltés megmarad.
Szintén a szimmetriáknál kell megemlítenünk a mérték-elvet: bizonyos globális szimmet-

riák mellett bevezethetünk helyfügg® szimmetriákat is. Azt azonban �gyelembe kell vennünk,
hogy a hely- és id®függés nem lehet akármilyen: a fénykúpon belül megköti a dinamika a szim-
metriatranszformációt. A kompenzáló mez® is dinamikai (részletesen lásd: Patkós�Polónyi,
vagy a 8-dik tétel).
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5. A térid®szimmetriák ábrázolása

Tekintsünk egy, az identikustól csak egy kicsit eltér® Lorentz-transzformációt:

Λi
j = δi

j +ωi
j.

Ekkor a megfelel® ábrázoló operátor (az exponenciális els® tagja):

U(1+ω, ε) = 1+
1

2
iωijJ

ij− iεiP
i.

Ekkor a generátorok (J, P ) önadjungáltak, J antiszimmetrikus. A Noether-tételnek meg-
felel®en: P az impulzus, J pedig az impulzusmomentum operátora. Ezek az operátorok a
Poincaré-algebrának tesznek eleget:

i[J ij, Jkl] = ηjkJkl−ηikJ jl−ηlkJkj +ηljJki,

i[P i, Jkl] = ηikP l−ηilP k,

[P i, P j] = 0.

(16)

A generátorok 3+1-felbontása: a Hamilton:

H = P 0 (17)

az impulzus:
P = (P 1, P 2, P 3) (18)

az impulzusmomentum:
J = (J23, J31, J12), (19)

valamint a boostok generátorai :

K = (J01, J02, J03). (20)

Ezek kommutátorai :
= iεijkJk

[Ji, Kj] = iεijkKk

[Ki, Jj] =−iεijkJk

[Ji, Pj] = iεijkPk

[Ki, Pj] =−iHδij

[Ji, H] = [Pi, H] = [H, H] = 0

[Ki, H] =−iPi.

(21)

6. A térid®szimmetriák hatása az egyrészecske-állapotokon

A hatás a fentiek szerint:
U(Λ)Ψp,σ =

∑
σ′

Cσσ′ΨΛp,σ′
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Bevezetve egy, az adott impulzushoz tartozó Lorentz-transzformációt:

pi = Li
kk

k,

ahol k = (1,0,0,1) (illetve k = (1,0,0,0)), és a

W (Λ, p) = L(Λp)−1ΛL(p)

Wigner-forgatást, kapjuk:
W i

kk
k = ki,

illetve:

U(Λ)Ψp,σ =
N(p)

N(Λp)

∑
σ′

Dσσ′(W (Λ, p))ΨΛp,σ′ .

6.1. A tükrözések ábrázolása

A CPT-transzformációk az alábbi módon transzformálják el a Lorentz-csoport generátorait :

PJP−1 = J

PKP−1 =−K

PPP−1 =−P

TJT−1 =−J

TKT−1 = K

TPT−1 =−P

PHP−1 = THT−1 = H

(22)

Ezek ábrázolásakor megjelenik egy fázisfaktor:

P : M > 0 PΨp,σ = ηΨPp,σ,

illetve
T : M > 0 TΨp,σ = ζ(−1)j−σΨPp,−σ,

valamint tömegtelen mez®re:

P : M = 0 PΨp,σ = ησe
∓iπσΨPp,−σ,

illetve
T : M = 0 TΨp,σ = ζσe

±iπσΨPp,σ.

A CPT-tétel kimondja, hogy minden lokális relativisztikus kvantumtérelméletnek a CPT
kombinált tükrözés szimmetriája.
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