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1. Sugarabrazolasokroél altalaban

A kvantumelméletben (legaldbbis a kvantummechanikdban) a rendszer eseményalgebraja egy H Hilbert-tér
Pr(H) projektorhaloja. Ezért a téridGesoportot, és egyéb szimmetridkat a Pr(H)-n kell 4brazolnunk. A G
csoport Pr(H)-n vett dbrazolasanak egy olyan

S: G — Aut(Pr(H))
folytonos leképezést tekintiink, amelyre
Sg 08 = Sgn Vg, h € G

fennall.
Egy U: H — H fiiggvény unitér, ha linearis és V¢, € H -ra (Up, Up) = (¢, ). Antiunitér, ha konjugalt-
linearis (azaz U(ad + fv) = a*Up + B*UY) és Vo, € H -ra (Up, U) = (¢, @).

Wigner tétele. Ha S € Aut(Pr(H)), akkor egységnyi abszolutérétekd szorzofaktor erejéig egyértelmien
létezik olyan U: H — H unitér vagy antiunitér, hogy VP € Pr(H) -ra S(P) = UPU .

Fizikusok gyakran igy ismerik a Wigner-tételt: Ha U: H — H olyan, hogy V¢, € H -ra {U(¢),U(%))| =
[{¢, )|, akkor U vagy unitér vagy antiunitér.

Def. @ csoport, ar: G — {—1,1} csoporthomomorfizmus (ez lesz a nyil), v: G x G — S nyilunitér kociklus,

ha
1. v(e,e) =1,
2. v(g, W)y (gh, f) = v(g, hf )y (R, f) 9 Yf,g,h € G.
A x(ar g) azt jelenti, hogy akkor van konjugalas, ha ar g = —1, és akkor nincs, ha arg = 1.

Def. A G csoportnak (U, ) nyilunitér sugdrdbrdzoldsa, ha
1. ~ nyflunitér kociklus,
2. g+ Uy unitér ha arg = 1, és antiunitér ha arg = —1

3. UgUn =v(g9,h)Ugn Yg,h € G.

Def.
1. (U,7) irreducibilis, ha csak a trivialis altérre igaz, hogy minden g € G esetén invarians Ug-re.

2. (U,y) hii, ha g — (P — UyPU; ') injektiv, azaz g # h = Uy # AUp,.



Megjegyzések: 1. Mivel minden projektorhélo-automorfizmus elGéall 1ényegében egyértelmtien unitér vagy
nyilunitér alakban, ezért a projektorhalo-abrazolasok pontosan megfelelnek a nyilunitér sugarabrazolasoknak.
Ezért elegendd a nyilunitér sugarabrazolasokkal foglalkoznunk. 2. Az egységelem Osszefiiggé komponensében
minden elemre ar = 1, azaz itt minden U unitér. Specialisan ha a csoport Gsszefiiggd, akkor minden nyilunitér
sugarabrazolasaban csak unitér operatorok szerepelnek.

Egy G 0Osszefiiggs Lie-csoportnak a G’ 6sszefiiggd Lie-csoport univerzdlis fedécsoportja, ha egyrészt G'-nek
létezik olyan fedsleképezése G-be, amely egyben csoporthomomorfizmus (hogy ez pontosan mit jelent, az most
nem fontos, a lényeg az, hogy G’ fedje G-t), masrészt a G’ egyszeresen Osszefiiggs, azaz a fundamentalis csoportja
a trivialis (egyelemt) csoport. A G’ az egységelem egy kornyezetében lokalisan izomorf a G-vel, és ugyanaz a
Lie-algebrajuk.

Tétel. Minden 6sszefiiggs Lie-csoportnak létezik univerzélis fedGcsoportja, és ez izomorfia erejéig egyértelm.

Tétel. Egy G 6sszefiiggs Lie-csoport minden sugarabrazolasa valodi unitér abrézolasa az univerzalis fedGcso-
portjanak, és az univerzalis fedGcsoport minden valoédi unitér dbrazolasa sugarabrazolasa a G-nek.

Tehat a G sugarabréazolasai pontosan az univerzélis fedGcsoportjanak a valdédi unitér dbrazolasai. Mivel
az univerzalis fedGcsoport magénak is univerzalis fedGcsoportja (a fedés az indentités), ezért ez azt jelenti,
hogy az univerzalis fedGcsoportnak minden sugarabrézolasa valodi unitér abrazolas, azaz v = 1. A Lie-algebra
abrazolasai egyértelmiien megfelelnek az univerzalis fedGcsoport abrézolasainak.

Az eredeti feladat: Megkeresni a szimmetriacsoport 6sszes (gyengén) irreducibilis projektorhalo-abrazolasat.
A fentiek fényében ez ezzel ekvivalens: Megkeresni a szimmetriacsoport univerzalis fed&csoportjanak Osszes
irreducibilis unitér dbrazolasat.

2. Forgascsoport

(E,n) 3 dimenzios (valos) euklideszi vektortér. Ebben a skalarszorzattarto linearis leképezések alkotjak az O(3)
csoportot.

03) = {A: E—FE ’ A linearis, n(Az, Ay) = n(z,y) Vro,y € E}
A* legyen az A-nak az n szerinti adjungaltja. Ekvivalens megfogalmazasok:
1. A€ O(3)
2. n(Azx, Az) = n(z,z) Ve € FE
3. A=At
Minden A € O(3)-ra igaz, hogy det A = £1.

SO(3) = {A €0(3) ‘ det A = 1}

Az SO(3) a forgascsoport. Ennek minden eleme egy tengely koriili forgatas. O(3) = SO(3) x Zs.
Az SO(3) fundamentalis csoportja a Zs, ezért az univerzalis fedGcsoportja kétszeresen fedi. Az univerzalis
fedGcsoportja az SU(2). A fedést az

1
AF = B Tr(c*Uc'UT)

képlet adja meg, ahol U € SU(2), o* pedig a Pauli-matrixok

() ) )

Az SO(3) Lie-algebraja az E — FE n-antiszimmetrikus leképezések, azaz amelyekre A* = —A. Szokésosan
E =R3, és akkor A* siman az A matrix transzponaltja. A Lie-algebraban egy bazis:

1 -1
By = -1, By = s Bs=1]1



Ezek kommutéacios relacioja:
[Bi, Bj| = €iji By
Ezek helyett inkabb a
J; =1B;
hermitikus generatorokat tekintjiik. Ezek kommutécios relacioja
[Ji, J]] == ifijkr]k-

Ekkor minden forgatas egyértelmien all el6

e—iaan

alakban, ahol n € F egységvektor, ¢ € [0, 7], kivéve a m-vel valo forgatasokat, mert azok igy kétszer allnak elG.
(Ez az n koriili ¢ szogd forgatas.)

Az irreducibilis unitér sugarabrazolasok egyértelmiien jellemezhetsk egy j € % szammal. A j-edik abrazolas
d = 2j+1 dimenzios. Legyen S; a J; abrazoltja. A j-edik abrézolasban a bazist az S3 sajatvektorainak szoktuk
valasztani, és |j, m)-mel jeloljiik, ahol

S3|j7m>:m|j7m>a m:7]77]+177j715j
A léptets operatorok léptetnek az Sz sajatvektorai kozott:
S+:Sl + 155, S_ =51 —1i8,,

Selj,m) =i +1) —m(m+£1)|j,m=*1).

A Casimir-operéator az

S% = 8151 + S95s + S35,
ez mindennel kommutal.

§%|j,m) = j (G +1)5,m)
Ha j egész, akkor az abréazolas valodi unitér abrazolasa SO(3)-nak, ha j félegész, akkor csak sugarabrazolasa
SO(3)-nak, és csak SU(2)-nek valodi dbrazolasa.

A D7 és D72 irreducibilis 4brazolasok tenzorszorzata a kévetkezéképpen bomlik fel irreducibilisek Gsszegére
(Clebsch-sor):
Jiti2
Dt @ D2 = @ DI

J=lj1—j2|
3. Poincaré-csoport

3.1. A Poincaré-csoport elgallitasa

Legyen (M, n,R) egy specialis relativisztikus téridémodell. Az M alatt fekvs vektortér M. Ha L: M — M affin
leképezés, akkor L: M — M az alatta fekv lineéris leképezés.

Def. Lorentz-csoport
L= {L: M-—-M ‘ L linearis, n(Lx,Ly) =n(x,y) Vx,y € M}
Ennek a négy Gsszefiiggd komponense
El = {L el ‘ detM =1, jovGszertit jovGszeriibe visz},
Ei = {L eL ’ det M = —1, jovGszertit multszertibe Visz}7
= {L el ‘ detM = —1, jovGszertt jovGszertibe visz},
Lt = {L el ‘ detM =1, jovGszertit multszertibe visz}.

A 1 és | aziddiranyitas megtartasara utal, a + és — pedig arra, hogy a tér irdnyitasat megtartja-e. Az egységelem
az El—ban van.



Def. Poincaré-csoport

P:{L:MHM’Lafﬁn, Leﬁ}

Ennek a négy Gsszefiiggd komponense

LeP|LecLl

LeP|Lecl

L4 J
Pi={rep|Lert}
b= J

)

Piz{LEP Lect

A Poincaré-csoportot szokas inhomogén Lorentz-csoportnak is hivni, mert azt mondjak, hogy a Poncaré-
csoport egyenld a Lorentz-csoport plussz eltolasok csoportjaval. Meg azt is szoktak mondani, hogy a Poincaré-
csoportnak részcsoportja a Lorentz-csoport. Namost ebbdl a kdvetkez6 igaz. Tekintsiik most ugy, hogy M = M
affin tér 6nmaga f6l6tt. Ekkor P minden eleme egyértelmiien reprezentalhatdo £ x M egy elemével a kévetkezs
modon: Lx = T'(L,a)x = Lx + a. Ebben a felirasban a szorzési szabaly

T(LQ, a2) T(Ll, al) = T(LQLl, as + Lgal),
T(L,a) ' =T(L™', ~L ta),

azaz P az L és az M féldirekt szorzata oly moédon, hogy az £ természetes modon hat az M-en. Igy tehat valoban
az eltolasok egy jol meghatarozott normaélis részcsoportot alkotnak P-ben, az £ viszont nem normélosztd. A
Poincaré-csoportban kontinuum sok £-lel izomorf részcsoport van, amelyek minden szempontbo6l ekvivalensek.
Ha az M = M felirast alkalmazzuk, akkor agy ttinik, hogy a T(L, 0) laku elemek egy kitiintetett £-lel izomorf
részesoportot alkotnak. Azonban ha masik kezd6pontbdl vektorizaljuk M-et, akkor egy méasik L-lel izomorf
részcsoport lesz ilyen modon kitiintetve. Az, hogy a Poincaré-csoport ilyen féldirekt szorzat alaki, az abrézolasok
megkeresésekor jol fog jonni.

A szokasos targyalasban M = M = R*, és a Poincaré csoportot a T'(A, a) alakii elemek halmazaként kezelik,
és T(A2,a2) T(A1,a1) = T(A2A1, a2 + Asaq). Itt a A-k a Lorentz-csoport elemei, azaz amelyekre igaz, hogy az
zty, = 2% — 2ty — 2%y? — 23y Minkowski-format megtartjak.

Az ilyen formaban megadott A-k a kivetkezdket tudjak. A LT-ba tartoznak azok, amelyekre A% > 1, és a
L!-ba azok, amelyekre A, < —1. Tovabba

AI/UAKT,)?O'T — UVK:

(A_I)PV — AVP — UuunpUA”g

szokas tértiikrozésnek, a

szokas 1dGtiikrézésnek hivni. Ekkor a tobbi Osszefiig6 komponens az egységelem komponensébdl igy kaphato:
cl=pcl, ct=7cl, £ =pP7Ll.

A PJTr nem egyszeresen Osszefiiggs. Az univerzalis fedScsoportja SL(2,C) és R* féldirekt szorzata.



3.2. A Poincaré-csoport Lie-algebraja

Kis transzformaciokat tekintsiink, azaz A¥, = 04 +wh,, a* = e*, ahol w és ¢ infiniteziméalisak. Az AV A" 07" =
n’" tulajdonsag miatt w antiszimmetrikus, azaz w,, = —w,,, tehat 6 fiiggetlen paramétert tartalmaz.
Legyen U(A,a) a T'(A, a)-nak az dbrazolé operatora valamely unitér dbrazolasban. Ekkor

1
Ul+w,e)=1+ iz‘wpgjp" —ig, PP 4 ...
Mivel U(1 4+ w, €) unitér, ezért

Jrot — Jre, pri — Pr,

tovabba w antiszimmetrikussaga miatt
JPT = —J".

A JP? a négyes-impulzusmomentum operator, a P? a négyes-impulzus operator. Ezek igy transzforméloédnak:

UN,a)JP7 U (N a) = ALAS(J™ —a"PY +a”PF),
UA,a) PPUT(Na) = ALPH
A kommutéacios relacioik:
,L'[J#V, J/M] — nVPJHU _ nupjw _ ndujpv + UUVJW,
i [pu, Jpa] = pHPP° — o PP,
[P*, PPl = 0.

A Pauli-Lubanski-vektor: )
Wt = ie“yp”Pl,Jpg

A Poincaré-csoport Lie-algebrajanak a két Casimir-operatora:
PP, és WHEW,,.

Ezek mindegyik generatorral kommutalnak. Ha irreducibilis abrazolasban vagyunk, akkor ezek az identitéas
Szamszorosai.
A generatorokat felhasithatjuk. Ekkor a Hamilton-operator az idGeltolas generédtora

H =P,
a harmasimpulzus a téreltolasok generatora
P = (P!, P? P%),

a harmas-impulzusmomentum a forgatasoké

és a boost-vektorok

Ezekre a kommutatorok

i, ;] = ek,

i, K] = tejnKx,

[KZ,Kj] = —ieiijk,

[Ji, Pj] = i€ijrPr,

(K, P;] = —iHdyj,

[JiH] = [P, H] = [H,H| = 0,
[Ki, H] = —iP.



3.3. Az irreducibilis unitér abrazolasok

A Poincaré-csoport nem kompakt, igy minden irreducibilis unitér abrazolasa végtelen dimenziés. ElGszor csak
’Pl—t abrazoljuk. Az abrézolasok megkeresésében egy nagyon fontos dolog, hogy a Poincaré-csoport az a Lorentz-
csoport és az eltolasok féldirekt szorzata, tovabba hogy ennek kovetkeztében az eltolasok csoportja egy normalis
részcsoport a Poincaré-csoportban.

Az eltolasok csoportja kommutativ, igy minden irreducibilis 4brazolasa 1 dimenzios, és a

; Iz
a — ePra

alakd, ahol a p impulzus egyértelmtien jellemzi az abrazolast.
Rogzitsiink egy k an. reprezentans impulzust. Legyen Q(k) a k tomeghéja, és legyen

G(k):{AEEHAk:k}

a k-hoz tartozo un. kiscsoport. A kiscsoport fiigg attol, hogy a k impulzus milyen tipust. A kovetkezé tablazat
tartalmazza a kiscsoportot, és hogy milyen reprezentans impulzust szokas valasztani.

tipus k# kiscsoport
(a) ptp,=M?*>0, p°>0 (M,0,0,0) SO(3)
(b) plp,=M?*>0, p’<0 (—M,0,0,0) SO(3)
(c) p'pu=0, p°>0 (k,0,0, ) 1SO(2)
(d) p'p.=0, p®<0 (-k,0,0,k)  ISO(2)
(e) p'py=-N%2<0 (0,0,0,N) 50(2,1)
() p"=0 (0,0,0,0) cl

Az IS0(2) az euklideszi sik izometriacsoportja, azaz a sikbeli forgatasok és eltolasok csoportja.
Minden p-hez az Q(k) témeghéjon valasztunk egy L(p) standard boostot, melyre p = L(p)k. Ekkor minden
A e El—ra definialhatjuk a
Wi(A,p) = L(Ap)""AL(p) € G(k)

Wigner-forgatast. Az Q(k) tomeghéjon a kovarians mérték

dwy(p) := Tk

A G(k) irreducibilis abrazolasait egyértelmien jellemzs paraméter legyen p. (Példaul a G(k) = SO(3)
esetben p € %) A p abrazolashoz tartozo Hilbert-tér legyen Hg(k), a skalarszorzas (,)g(k), az abrazolo
operator egy A € G(k) -ra pedig D**(A).

Ekkor a Pl-nak a (k, p)-hoz tartozd abrazolasat a kovetkezSképpen kapjuk. A Hilbert-tér legyen

12 i {0 00) — M |0 merhets, [ )00, donr) < 0},

Q(k)

ezen a skalarszorzas legyen

k,
0,07 = [ (Wl 60) ) dr ),
Q(k)
ésaT(Aa)e 77_1 -hoz tartozd UR*(A,a) abrazold operator pedig

(UM (A, a) ) (p) = e DM (Wi (A, p)) (A~ "p).

Az igy kapott abrazolasok mind irreducibilis untitérek. Egy (k, p)-hoz és egy (k', p’)-hoz tartozo abrazolasok
akkor és csak akkor ekvivalensek, ha p = p’ és k ugyanazon a témeghéjon van, mint k' (azaz A € El, hogy
k= AK). Es a ’Pl Osszes irreducibilis unitér abrézolasa elgall ilyen alakban.

Minket csak a fizikailag is relevans, és az egyrészecske abrazolasok érdekelnek. Fizikailag csak az (a) és ()
esetek relevansak, azaz amikor olyan tomeghéjat vesziink, ami a jovében van. Azok az egyrészecske abrazolasok,



amelyekre Hg( K véges dimenzids, azaz amelyekben a kiscsoport dbrazolasa véges dimenzios (mert ekkor a belss
szabadsagi fokok szadma véges).

Ha pozitiv tomegt tomeghéjat valasztunk, akkor a kiscsoport az SO(3), aminek minden irreducibilis 4bra-
zolasa véges dimenzios, tehat ez nyers eset. Ha a fénykapot (nulla témeg) valasztjuk, akkor méar mas a helyzet.
Itt az 1SO(2)-nek csak az olyan abrazolasai jok, amelyekben a két eltolas generatora nulla. Ekkor viszont p € %
lehet. Ebben az esetben p a helicitast jelenti. Nulla tomegi esetben lehetnek kiilon pozitiv, kiilén negativ

Tehat az irreducibilis, fizikailag is relevans egyrészecske abrazolasokat két paraméterrel lehet egyértelmten
jellemezni: tomeg és spin/helicitas:

. Ny Y/
<m>0,j€?>, <m—0,0€5>.

A Casimir-operatorok értékei:
. _ Ny " 2 M 2.0
m>0,j€7 : PHP, =m?, WHEW, =mj(j+1)

Z
<m0,0€5>: PEP, =0, WHEW, =0, de WH=ogP"

A H*,-bol Fourier-transzformacioval kapjuk meg az adott spinti/helicit4st szabad Dirac-egyenletet kielégits
megoldasokat. Legyen W,. ; olyan, hogy

P'U'\I]puﬂ' = p‘u\I/pu’i,

azaz sajatvektora az impulzus operatornak p# sajatértékkel. Ennek egy U(A) := U(A, 0)-val vett transzformaltja
is sajatvektora a P*-nek, méghozza (Ap)# sajatértékkel. Az U(A)-val vett transzformaltja

N(p)
N(Ap) Z Dig(W (A p) apj.

U(A)‘I’pﬂ' =

ahol N(p) és N(Ap) normalasi faktorok.

4. Tikrozések
A fentebb definialt P és T abréazol6 operatorai legyenek

P:=U(P,0), T:=U(7,0),
gy, hogy minden A € EL -ra

PU(A,a)P™! = U(PAP™!, Pa)
TUMN,a)T™' = UMTAT ' Ta)

teljesiil. A generatorok transzformaciéja:

PiJP7P~ = P, PP, I,
PiPPP~' = iP,PP",
TiJ T = iT,°T, 7 J",
TiPPT™" = iT,’P",

Ennek kovetkezményeként P unitér, T antiunitér kell, hogy legyen.



A felhasitott generatorok transzformaltjai:

PIP = +J
PKP! = -K
PPP! = -P
TIT! = -J
TKT! = 4K
TPT! = -P
PHP' = THT ' = H
Az egyrészecske-allapotokon torténd abrazolodasuk:
Ha m > 0:
PULi: = n¥pp,
TV, = (1) "¥p, .

7 az Un. bels6 paritas, ez a részecskére jellemzs. j a részecskének a spin tipusa, ¢ pedig az allapot spinjének
harmadik komponense. Mivel T antiunitér, igy (-nak nincs fizikai jelentése.
Ha m =0:

P\I/p,o = 7706$i7m\1173p,707
TV, = (eE™Up,,.
Ha p-nek a masodik komponense pozitiv, akkor a fels§ elGjel érvényesiil, ha negativ, akkor az als6. Mivel a

tértiikrozés megforditja a helicitast, ezért ha az elméletet P-invarianssa akarjuk tenni, akkor a o helicitas mellett
a —o helicitast is be kell venni.



