Differencial-egyenletek ZH

2004. december 15.

1. Vegyiik az aldbbi differencidl-egyenletet!
(@ +1)y" + a2y —y =2(z+1)% y(0) = y(1) = 0

(a) Hatédrozzuk meg az egyszertisitett, (ry') + qy = h-nak megfelels alakot! (2 pont)

(b) Keressiik meg a homogén egyenlet egy egyszer(i megolddsat, és ebbdl szamoljunk ki egy
maésik, az elébbitol linedrisan fiiggetlen megolddst a Wronski-determinans segiségével!
(3 pont)

(c) Keressiik meg azokat az uq1, ug fliggvényeket, amelyek megolddsai a homogén egyen-
letnek, és igazak rdjuk az uy(0) = u2(1) =0, v} (0) = u5y(1) = 1 feltételek! (3 pont)

(d) Szamoljuk ki az egyenlet Green-fiiggvényét! (4 pont)

2. Vegyiik az y” + vy + Ay =0, y(0) = 0, y(7) = 0 Sturm-Liouville-problémét!

(a) Igazoljuk, hogy a fenti differecidl-egyenletnek csak bizonyos A értékekre van a trivialistdl
(y = 0) kiilénb6z8 megolddsa, és hogy ezen \ értékek halmaza azonos szdmossigi a
természetes szdmokéval! (3 pont)

(b) Igazoljuk, hogy adott A\ értékhez csak egy linedrisan fliggetlen megoldds tartozik, és
adjunk meg minden )\ értékhez egy, az egyenlethez tartozé kanonikus skalarszorzatra
nézve egyre normalt megolddst! (3 pont)

(¢) Igazoljuk, hogy a megolddsok ortogondlis fliggvényrendszert alkotnak az egyenlethez
tartozé kanonikus skaldrszorzatra nézve! (4 pont)

3. Oldjuk meg az aldbbi diffegyenlet a Laplace-transzformécié segitségével! (6 pont)

y"(x) + 4y’ (z) + 3y(x) = 3sin(—2x), y(0) =1, y'(0) = 1

4. A Hermite-polinomokat definidlé egyenlet a kdvetkezé:
H!!(z) — 2zH] (z) + 2nH,(z) =0

(a) Hatérozzuk meg a dltaldnos megolddsok Taylor-sordnak egyiitthatéira vonatkozé re-
kurziv egyenletet! (2 pont)

(b) Igazoljuk, hogy a

n/2]
_ (_1)kn' n—2k
Hn(z) = kz % kI(n — 2k)
=0

polinomok egyiitthat6i megoldésai a fenti rekurziv egyenletnek! (4 pont)

(c) Az elébbi explicit formula segitségével igazoljuk a
Hy1(z) =22H,(x) — 2nH,_1(z)
H! (z) =2nH,_1(x)

rekurziv Gsszefiggéseket! (6 pont)



